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PREFÁCIO 


A Associação de Professores de Matemática, respondendo a um convite da Editorial do 
Ministério da Educação e Ciência, junta-se a esta iniciativa propondo um conjunto de 
resoluções de provas de exame e testes intermédios de Matemática A, através da colaboração 
do seu Grupo de Trabalho do Secundário, que organizou e elaborou a resolução destas 
provas. A APM pretende também, desta forma, continuar a colaborar e a apoiar a tarefa 
dos professores, nas suas escolas, e o estudo dos alunos neste aspeto particular das suas 
aprendizagens. 


Sabendo que, no âmbito da avaliação dos alunos deste ciclo de ensino, este tipo de provas 
tem uma importância que pode ser determinante para o seu futuro, a APM entendeu que o 
contributo dado a esta publicação poderia constituir uma mais-valia na orientação do estudo 
e na consolidação das aprendizagens dos jovens que se preparam para finalizar uma etapa do 
seu percurso escolar. 


Assim, houve a preocupação de apresentar propostas de resolução com justificações dos 
passos dados, muitas vezes com processos alternativos em paralelo, recorrendo ao suporte 
gráfico e aos recursos tecnológicos, quando previstos. Também nos itens de escolha múltipla 
é explicada a fundamentação das opções de resposta correta, porque a um bom resultado só 
se pode chegar, de forma consistente, por processos corretos, ainda que não únicos. 


A APM deseja que quantos se dedicam a abrir os caminhos da experiência matemática aos 
jovens do nosso país sintam que essa é uma tarefa imprescindível para o desenvolvimento 
pessoal e profissional dos seus alunos, bem como para o progresso do país. Faz votos também 
para que cada estudante vivencie cada vez mais o seu trabalho de aprendizagem matemática 
como um desafio a descobrir as imensas possibilidades que este saber proporciona. 


Finalmente, a Direção da APM agradece, não só o convite que lhe foi dirigido para esta 
realização, mas sobretudo o empenho dos seus associados do Grupo de Trabalho do Secundário 
que, a par da sua atividade letiva, prestaram esta valiosa colaboração. 


A presidente da Direção 
da Associação de Professores de Matemática 


Lurdes Figueiral 


INTRODUÇÃO 


A Associação de Professores de Matemática (APM) analisa, todos os anos, os exames de 
Matemática A, não só na sua globalidade mas também cada item individualmente. Desta análise 
resultam pareceres, que pretendem contribuir para a melhoria da avaliação externa, e propostas 
de resolução que são divulgadas na página web da APM e em vários órgãos de comunicação 
social. 


Este trabalho, complementar e abrangente, é o resultado do envolvimento de um conjunto 
alargado de professores, de contextos e localizações geográficas diferentes. 


A divulgação das resoluções dos itens dos exames tem vindo a constituir-se como um instrumento 
de trabalho relevante, para professores e alunos, quer em contexto de sala de aula, quer como 
apoio ao estudo autónomo. Assim, e com os mesmos propósitos, não se pretende com este 
trabalho sobrevalorizar de forma especial o papel da avaliação externa, enquanto indutora 
do trabalho preferencial de sala de aula, mas sim tomar consciência que, no final do Ensino 
Secundário, esta pode revestir-se de importância determinante para muitos alunos. 


Deste modo, foi com naturalidade que a APM se associou à Editorial do Ministério da Educação 
e Ciência numa publicação que resulta da compilação destas resoluções. 


Na elaboração deste trabalho conjunto, de entre vários formatos equacionados, optou-se pela 
organização dos itens respeitando a integridade de cada prova, sem resumos teóricos nem 
considerações sobre graus de dificuldade ou adequabilidade, pretendendo somente refletir uma 
opção tendencialmente neutra das resoluções relativamente ao currículo. 


Foi igualmente opção manter a fidelidade às resoluções originalmente publicadas, com a 
consciência da presença de abordagens diferentes de itens semelhantes. Ponderada esta questão, 
considera-se que a mesma constitui uma vantagem no sentido de não indicar algum processo 
de resolução preferível em detrimento de outro igualmente correto e válido. Estilos e opções 
diferentes de resolução de um mesmo item são entendidos como um fator de enriquecimento 
deste trabalho, bem como um entendimento do ensino da Matemática sustentado na diversidade 
de abordagens. 


No sentido de facilitar a utilização desta publicação em diferentes contextos, os temas 
do programa da disciplina mobilizados em cada um dos itens e em cada resolução foram 
identificados e explicitados numa barra lateral criada para esse efeito. 


Nas últimas páginas da publicação foi criado um índice remissivo, onde se encontram 
discriminados os temas e identificadas todas as páginas dos enunciados relacionados com cada 
tema. Pretende-se assim facilitar a consulta e a seleção de itens relativos a um tema, ou conjuntos 
de temas, sem comprometer a organização que respeita a integridade de cada prova. 


Esta publicação pretende apoiar o trabalho de professores e alunos sem competir com outros 
materiais com um papel bem definido, como por exemplo os manuais escolares ou as brochuras 
de apoio ao programa editadas pelo extinto Departamento do Ensino Secundário. 


Os autores 


> 


Enunciados 


1.º Fase, 
2010 
Resoluções pág. 185 


GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, seleccione a única opção correcta. 
Escreva, na folha de respostas, o número do item e a letra que identifica a opção seleccionada. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam A e B | Probabilidades 
dois acontecimentos (A CM e BC MN). 


Sabe-se que: Probabilidades 
e axiomática 

e P(A) = 30%; 

e P(A U B) = 70%; 


e A e B são incompatíveis. 
Qual é ovalorde P(B)? 


(A) 21% (B) 40% (c) 60% (D) 61% 


2. Num grupo de dez trabalhadores de uma fábrica, vão ser escolhidos três, ao acaso, para frequentarem | Combinatória 
uma acção de formação. Nesse grupo de dez trabalhadores, há três amigos, o João, o António e o 
Manuel, que gostariam de frequentar essa acção. 


Qual é a probabilidade de serem escolhidos, exactamente, os três amigos? 


1 3 1 3 
(A) to (B) 4. (© o> (D) a 
As As C, C; . 
3. Atabela de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X é a seguinte. Distribuições de 


probabilidades 


(A) P(X=0) = P(X>1) 
(B) P(X =0) = P(X=2) 
(c) P(X =0) = P(X =3) 
(D) P(X <2) = P(X = 3) 
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ENUNCIADOS 


4. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. ZOy, parte do gráfico de uma função afim f, de 
domínio R 


Figura 1 


Seja h a função definida por h(z) = f(z) + e” 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função h”, segunda derivada 
de h? 


(A) (B) 


(C) (D) 


Resoluções pág. 186 1.2 FASE, 2010 


5. Na Figura 2, está representada, num referencial o.n. zOy, parte do gráfico de uma função f, continua, 
de domínio ]— co, 1[ 


Tal como a Figura 2 sugere, a recta de equação x = 1 é assimptota do gráfico de f 


Figura 2 
: 32 
Qual é o valor de lim ? 
z= f(x) 
(A) —oo (B) 3 (C) O (D) +00 


6. Seja g a função, de domínio ]—2, +oo[, definida por g(r) = In(z + 2) 
Considere, num referencial o.n. zOy, um triângulo [OAB] tal que: 
e O éa origem do referencial; 
e A é um ponto de ordenada 5; 


e B éo ponto de intersecção do gráfico da função g com o eixo das abcissas. 


Qual é a área do triângulo [OAB]? 


5 1 5 In2 In2 
A); = B) — C) = 
(A) 2 (B) 2 (C) 


Funções 


Assintotas 


Logaritmos 
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ENUNCIADOS 


N.º complexos T 
7. Em C, conjunto dos números complexos, considere z = 3 cis |— — 0|, com 0 € R 


Operações 


Para qual dos valores seguintes de 9 podemos afirmar que z é um número imaginário puro? 


T T T 5r 
A) ee B) — Cc). = D- 
AS es Hin ier 


Conjuntose | 8. Na Figura 3, está representada, no plano complexo, a sombreado, parte do semiplano definido pela 
condições condição Re(z) > 3 


Im(z) 


Figura 3 


Qual dos números complexos seguintes tem a sua imagem geométrica na região representada a 
sombreado? 


(A) J3 csfE] 
(B) 3/3 cil 
(c) V3 afz) 
D) 3V3 Sp 
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Resoluções pág. 188 1.2 FASE, 2010 


GRUPO II 


Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efectuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exacto. 


T : 
1. Em C, conjunto dos números complexos, considere Zz, = cis E] e %3 = 2+i N.” complexos 


Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


3—ix(z)" 

1.1. Determine o número complexo w = ———————_ Potências e 
Zo raizes 

(i designa a unidade imaginária, e Zo designa o conjugado de 2,) 


Apresente o resultado na forma trigonométrica. 


2 T T 
1.2. Mostre que |z; + 2,| = 6+4cos E] +2 sen B 


N 


Dos alunos de uma escola, sabe-se que: Probabilidades 
e a quinta parte dos alunos tem computador portátil; 
e metade dos alunos não sabe o nome do director; 


e aterça parte dos alunos que não sabe o nome do director tem computador portátil. 


2.1. Determine a probabilidade de um aluno dessa escola, escolhido ao acaso, não ter computador | Probabilidade 
portátil e saber o nome do director. condicionda 


Apresente o resultado na forma de fracção irredutível. 


2.2. Admita que essa escola tem 150 alunos. Pretende-se formar uma comissão de seis alunos para Combinatória 
organizar a viagem de finalistas. 


Determine de quantas maneiras diferentes se pode formar uma comissão com, exactamente, quatro 
dos alunos que têm computador portátil. 
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ENUNCIADOS 


Probabilidades | 3. Considere o problema seguinte: 


«Num saco, estão dezoito bolas, de duas cores diferentes, de igual tamanho e textura, indistinguíveis ao 
Probabilidades | tacto. Das dezoito bolas do saco, doze bolas são azuis, e seis bolas são vermelhas. 


Se tirarmos duas bolas do saco, simultaneamente, ao acaso, qual é a probabilidade de elas formarem um 
par da mesma cor?» 


12x11+6x5 


Uma resposta correcta para este problema é 
18x17 


Numa composição, explique porquê. 


A sua composição deve incluir: 
e uma referência à regra de Laplace; 
| e uma explicação do número de casos possíveis; 


e uma explicação do número de casos favoráveis. 


Funções | 4. Na Intemet, no dia 14 de Outubro de 2009, pelas 14 horas, colocaram-se à venda todos os bilhetes de 
um espectáculo. O último bilhete foi vendido cinco horas após o início da venda. 


Admita que, t horas após o início da venda, o número de bilhetes vendidos, em centenas, é dado, 
aproximadamente, por 


| N(t) = 8log,(3t + 1)º — 8log (3t+1), te o, 5] 
| Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 
Logaritmos 4.1. Mostre que N(t) = 16log,(3t + 1) , para qualquer t € (0, 5] 


Logaritmos 4.2. Determine quanto tempo foi necessário para vender 2400 bilhetes. 
Apresente o resultado em horas e minutos. 


Se utilizar a calculadora em eventuais cálculos numéricos, sempre que proceder a arredondamentos, 
use três casas decimais, apresentando os minutos arredondados às unidades. 
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5. Considere uma função f, de dominio ]0, 3[, cuja derivada f’, de domínio JO, 3[, é definida por 
1 
fay=e-2 
T 


Estude a função f quanto à monotonia e quanto à existência de extremos relativos, recorrendo às 
capacidades gráficas da sua calculadora. 


Na sua resposta, deve: 


e reproduzir o gráfico da função, ou os gráficos das funções, que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar os intervalos de monotonia da função f; 


e assinalar e indicar as coordenadas dos pontos relevantes, com arredondamento às centésimas. 


6. Considere a função f, de domínio ]— oo, 27], definida por 


ar+b+e se «<0 
f(x) = com a,b E€ R 


z —sen(2z) se O<r<2r 
T 


Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


6.1. Prove que a recta de equação y = ax + b , com a = 0, é uma assimptota oblíqua do gráfico de f 


6.2. Determine o valor de b, de modo que f seja continua em x =Q 


Funções 


Resolução 
gráfica 


Assintotas 


Continuidade 


ENUNCIADOS 


7. Na Figura 4, estão representados, num referencial o.n. rOy, uma circunferência e o triângulo [OAB]. 
Sabe-se que: 

e a circunferência tem diâmetro [OA]; 

e oponto A tem coordenadas (2, 0); 

e ovértice O do triângulo [OAB] coincide com a origem do referencial; 


e oponto B desloca-se ao longo da semicircunferência superior. 


Figura 4 
Para cada posição do ponto B, seja a a amplitude do ângulo AOB, com ae |0, z| 
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 
7.1. Mostre que o perímetro do triângulo [OAB] é dado, em função de a, por 
f(a) =2(1 + cosa + sena) 
1.º derivada 7.2. Determine o valor de a para o qual o perímetro do triângulo [OAB ] é máximo. 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
PR PDR ERR EE AÇO OS ERR PR T (8 x 5 pontos) ..........eeeeeeessrttesesssteeesereesssereeee 40 pontos 
GRUPO II 
caos ee ER E E Ea TOA SE E Dana pee E ERES Va E CEE Sie ao a ANO REI dada 15 pontos 
E REER PRA PUNIR DE EDS T OO DE RR SAE OT RATED ARS RR TR T, 15 pontos 
pda E ORNE CREEP CURE REDES PACO RE RE EN RR ORE DR OR CRE PERSAS A RD RO PRE AR CRE TP ER RO 15 pontos 
DD, EEE E E sÓ So cusceassdveus E E E EEEE 10 pontos 
E E E T A E E ROLAND NR aviv: A E DSR 15 pontos 
yo E T EA AE E TAA E R E E NET 10 pontos 
UW PEE E DR T N E RNA ae fo AE A 15 pontos 
A DO E A T EA E O AA A A EAA E 15 pontos 
[RA EE EE EAE POR NR E PODE DO EE A E E ETTE E EE en TEA TE E 15 pontos 
O Die Crore ty E E A E E A A hi do E Aan N A VA re 10 pontos 
We) VR T EE A EA E E TTT EER EEE A EEE TAE E E 10 pontos 
WEY RRAS AEST ARPT O A O N A TD AIRE Ty 15 pontos 
160 pontos 
TOMA Ls eee en eea e ee E a Ea A 200 pontos 


19 


Resoluções pág. 195 


GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, seleccione a única opção correcta. 


Escreva, na folha de respostas, o número do item e a letra que identifica a opção seleccionada. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. 


2. 


w 


Uma caixa contém bolas indistinguiveis ao tacto e de duas cores diferentes: azul e roxo. 
Sabe-se que: 
e o número de bolas azuis é 8 


1 
e extraindo-se, ao acaso, uma bola da caixa, a probabilidade de ela ser azul é igual a 2 


Quantas bolas roxas ha na caixa? 


(A) 16 (B) 12 (C) 8 (D) 4 


Considere todos os números de cinco algarismos que se podem formar com os algarismos 5, 6, 7,8 e 9. 


De entre estes números, quantos têm, exactamente, três algarismos 5? 


(A) °C, x *A, (B) °C, x 4º (C) °A, x4? (D) “A, x “0, 


. Na sequência seguinte, reproduzem-se os três primeiros elementos e os três últimos elementos de uma 


linha do Triângulo de Pascal. 


Aas 10S" 4050. 1504 
São escolhidos, ao acaso, dois elementos dessa linha. 


Qual é a probabilidade de a soma desses dois elementos ser igual a 105? 


(A) 1 (B) — (C) — (D) 0 


| 


Probabilidades 


Probabilidades 


Combinatória 


Triângulo 
de Pascal 
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ENUNCIADOS 


Funções | 4. De uma função h, de domínio IR, sabe-se que: 
e h é uma função par; 


Limit 
ANE e lim (A(z) — 22) = 0 
zZ—+00 


Qual é o valor de lim A(z) ? 
T——00 


(A) +oo (B) -2 (C) 0 (D) —oo 


Limite | 5. Considere a função g, de dominio R, definida por 
segundo Heine 


e” se zr <0 


g(x) = 
lnr sez>0O 


, 1 
Considere a sucessão de termo geral u = — 
n 


Qual é o valor de lim Ku)? 
(A) +00 (B) 1 (C) O (D) —oo 


1.ºderivada | 6. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. rOy, parte do gráfico da função f’, primeira 
derivada de f 


Seja a € R* um ponto do dominio de f, talque f'(a) = 0 


Figura 1 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


(A) A função f tem um mínimo para z = a 
(B) A função f tem um ponto de inflexão para z = a 
(C) A função f é crescente em ]0, af 


(D) Afunção f é decrescente em R 
22 


Resoluções pág. 196 2.2 FASE, 2010 


7. AFigura 2 representa um pentagono [ABCDE] no plano complexo. N.º complexos 


Os vértices do pentágono são as imagens geométricas das raizes de índice n de um número complexo w 


Potências 
O vértice A tem coordenadas (1, 0) e raizes 
Figura 2 
Qual dos números complexos seguintes tem por imagem geométrica o vértice D do pentágono? 
. |67 . |67 E T HT 
(A) 5 cis|— (B) cis} — (C) cis|-— (D) cis|— 
5 5 5 5 
8. Seja w o número complexo cuja imagem geométrica está representada na Figura 3. Potências 
e raízes 


Im(z) 4 


Figura 3 


A qual das rectas seguintes pertence a imagem geométrica de wÊ? 


(A) Eixo real 
(B) Eixo imaginário 
(C) Bissectriz dos quadrantes impares 


(D) Bissectriz dos quadrantes pares 
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GRUPO II 


_ Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efectuar e todas as 
| justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exacto. 


«AT 
N.º complexos | 1. Em C, conjunto dos números complexos, considere 2, = V2 cis E ez =3 


| Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


a + 4 
a 


Poténcias 1.1. Determine o número complexo w = 
e raizes 


Apresente o resultado na forma trigonométrica. 


Conjuntos e 1.2. Escreva uma condição, em C, que defina, no plano complexo, a circunferência que tem centro na 
condições imagem geométrica de 29 e que passa na imagem geométrica de 21 


Probabilidades | 2. A Figura 4 e a Figura 5 representam, respectivamente, as planificações de dois dados cúbicos 
| equilibrados, 4 e B. 


Figura 4 Figura 5 


Lançam-se, simultaneamente, os dois dados. 


Distribuições de 2.1. Seja X a variável aleatória «soma dos números saídos nas faces voltadas para cima, em cada um 
probabilidades dos dadoss 
Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável X 


Apresente as probabilidades na forma de fracção. 
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2.2. Considere que o número da face voltada para cima no dado A (Figura 4) é a abcissa de um ponto 
Q do referencial o.n. Oy, e que o número da face voltada para cima no dado B (Figura 5) é a 
ordenada desse ponto Q. 


Considere agora os acontecimentos: 
J: «o número saído no dado A é negativo»; 


L: «o ponto Q pertence ao terceiro quadrante». 


Indique o valor de P(L | J ), sem aplicar a fórmula da probabilidade condicionada. 
Apresente o resultado na forma de fracção. 


Numa composição, explique o seu raciocínio, começando por referir o significado de P(L | J ) no 
contexto da situação descrita. 


3. Seja Q o espaço de resultados associado a uma experiência aleatória. 


Sejam A e B dois acontecimentos tais qe ACN, BCQ e P(B)=0 


P(AU B) oF P(A) 
Most ———- — P(A| B) = —— 

ostre que P(B) (A| B) P(B) 
(P designa probabilidade; À designa o acontecimento contrário de A; P(A|B) designa a 
probabilidade de A, dado B) 


| Probabilidades 


Probabilidade 


| condicionada 


Axiomática 
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Funções | 4, Considere a função f, de dominio JO, +oo[, definida por 


seO<r<2 
f(z) =: 


1 
Be oe ser >2 


Resolva os itens 4.1. e 4.2., recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


Assintotas 4.1. Estude a função f quanto à existência de assimptotas obliquas. 


1.º derivada 4.2. Mostre que a função f tem um extremo relativo no intervalo ]2, +oo[ 


Resolução 4.3. Determine a área do triângulo [AB C), recorrendo às capacidades gráficas da sua calculadora. 


gráfica 
Sabe-se que: 

e A, B e C são pontos do gráfico da função f 

e A e B são os pontos cujas abcissas são as soluções, no intervalo JO, 2], daequação f(z) = f(15) 


e C éo ponto cuja ordenada é o mínimo da função f, no intervalo ]0, 2] , e cuja abcissa pertence 
ao intervalo ]0, 2] 


Na sua resposta, deve: 


e reproduzir o gráfico da função, ou os gráficos das funções, que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar as coordenadas dos pontos A, B e C, com arredondamento às centésimas; 


e apresentar o resultado pedido, com arredondamento às décimas. 


27º -1 
5. Considere a função f, de domínio R, definida por f(z) =-rt+e = 


Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos. 


Teorema 


5.1. Mostre que f(z) = 1,5 tem, pelo menos, uma solução em |-2, = 1[ 
de Bolzano 


Se utilizar a calculadora em eventuais cálculos numéricos, sempre que proceder a arredondamentos, 
use três casas decimais. 


1.º derivada 5.2. Determine a equação reduzida da recta tangente ao gráfico de f no ponto de abcissa z = 0 
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6. Um depósito de combustível tem a forma de uma esfera. 
A Figura 6 e a Figura 7 representam dois cortes do mesmo depósito, com alturas de combustível distintas. 


Os cortes são feitos por um plano vertical que passa pelo centro da esfera. 


a 


A A 


Figura 6 Figura 7 


Sabe-se que: 

e oponto O é o centro da esfera; 

e aesferatem 6 metros de diâmetro; 

e a amplitude 0, emradianos, do arco AB é igual à amplitude do ângulo ao centro AOB correspondente. 


Aaltura AC’, em metros, do combustível existente no depósito é dada, em função de 0, por A, de 
dominio [0, 7] 


Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos. 


6.1. Mostre que A(0) = 3 — 3cos(0), para qualquer 0 €]0, a Funções 
trigonométricas 
6.2. Resolva a condição h(0) =3, 0 €]0, a Funções 


trigonométricas 


Interprete o resultado obtido no contexto da situação apresentada. 


FIM 
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Concenecnacntannannannos ce cencancarn oco rco nad 


COTAÇÕES 


GRUPO I 


GRUPO II 


guagid ayececesoucscebeuesoesigcdsesdecssussesssuciedescesduavecedsusesesosvantetts 15 pontos 
Tide atttsdetasect dndvadcessusvavne ctwaysnpats cnecustossesweexets E 15 pontos 


svdelews chevvesuces events sucee'entens suds eucesesuabecetelissascecstousesdetesiets 15 pontos 
sdbucSnceucesdeusushees sue shacks dcsceteucatersustecsuicc ee sh EN T 15 pontos 
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PL NPR DEE GPS P RUA RP PRE Us ERES RENDER ET 15 pontos 
E EAE det anucnccesusetuenecbevbess adeceies Anes da Pes ca dra gun aa 10 pontos 


SUS boo pa nho dia cosas Doado bodas a SU% ose Soda Ud ade a Do Da T TE 15 pontos 
slidunccsssuacuutecstcgucecs ssuessnasttessuctetes Roda depor a one cs ada cu dugceestege ss 10 pontos 
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GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, seleccione a única opção correcta. 
Escreva, na folha de respostas, o número do item e a letra que identifica a opção seleccionada. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. A Rita tem oito livros, todos diferentes, sendo três de Matemática, três de Português e dois de Biologia. | Probabilidades 
A Rita pretende arrumar, numa prateleira, os oito livros, uns a seguir aos outros. | 


De quantas maneiras diferentes o pode fazer, ficando os livros de Matemática todos juntos numa das pontas? | Combinatória 


(A) 72 | 
(B) 240 
(C) 720 | 
(D) 1440 


N 


. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam A e B dois | Probabilidades 
acontecimentos (ACQ e BCQ). | 


Sabe-se que: 

e P(A) =0,4 | 
| 

e P(B)=03 


e P(ANB)=03 


Qual é o valor de P(AU B)? 


(A) 0,4 
(B) 0,6 | 


(C) 0,7 
(D) 0,8 
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Probabilidades | 3. Numa prateleira de uma perfumaria existe um conjunto de dez perfumes diferentes, sendo três de homem 


e sete de senhora. A gerente pretende escolher, ao acaso, seis desses dez perfumes para colocar na 


Distribuições de monta: 
probabilidades Seja X a variável aleatória «número de perfumes de homem que se colocam na montra». 


Qual é a distribuição de probabilidades da variável aleatória X ? 


Funções | 4- Considere a função f, de dominio R”, definida por f(x) = In(—3z) 


Eogadifisa Qual é a solução da equação f(r) = 2? 


Lg l 3 1 2 lo 
A) —e (B) ——e (C) ——e (D) —e 
2 2 3 3 

Limites | 5. Considere a função h, de domínio R*, e a recta de equação y = — 4, assimptota do gráfico de h 
n/a] 
. 2x 
Qual é o valor de lim ? 
2>++oo h(z) 

(A) — oo (B) +oo (C) —4 (D) O 
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6. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. zOy, parte do gráfico da função derivada, f', de | Funções 
uma função f 


1.º derivada 


Figura 1 


Em qual das figuras seguintes pode estar representada parte do gráfico da função f ? 


(A) (B) 


(C) (D) 
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7. Em C, conjunto dos números complexos, considere o conjunto A = te EC:ix(z+2)= o} 


(i designa a unidade imaginária, e Z designa o conjugado de z) 

Qual das rectas seguintes pode ser a representação geométrica, no plano complexo, do conjunto A ? 
(A) o eixo real 

(B) o eixo imaginário 

(C) a bissectriz dos quadrantes pares 


(D) a bissectriz dos quadrantes ímpares 


8. Na Figura 2, estão representados, no plano complexo, os pontos P, Q, R,S e T. 


O ponto P é a imagem geométrica de um número complexo z 


O Re (2) 


Figura 2 


Qual dos pontos seguintes, representados na Figura 2, é a imagem geométrica do número complexo 
-ixz? 


(A) Q 
(B) R 
(c) S 


(D) T 
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GRUPO II 


Nas respostas aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efectuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exacto. 


1. Em C, conjunto dos números complexos, considere o número complexo N.°* complexos 
(ISA) os E] 
z = —— x cls| — 
2 2 
sa TE 
cis | — 
| E 
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 
e AT 3 
1.1. Verifique que z = 16cis|— Potências e 
4 raizes 
1.2. Determine a área do polígono cujos vértices, no piano complexo, são as imagens geométricas das Potências e 
raizes 


raízes quartas de z 


2. Uma turma é constituída por 27 alunos, dos quais 17 são rapazes. A Maria e o Manuel são alunos dessa | Probabilidades 
turma. A professora de Português vai escolher, ao acaso, um grupo de cinco alunos para definirem as 


regras de um Jogo de Palavras. 


2.1. Determine quantos grupos diferentes se podem formar, sabendo que em cada grupo tem de estar, | Combinatória 


pelo menos, um aluno de cada sexo. 
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Probabilidades 


Probabilidade 
condicionada 


Probabilidade 
condicionada 
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2.2. Considere os acontecimentos: 


A: «a Maria e o Manuel são escolhidos para definirem as regras do jogo»; 

B: «dos cinco alunos escolhidos, dois são rapazes e três são raparigas». 

_ 16x °C, 

ea 
250 


3 


Uma resposta correcta para a probabilidade condicionada P(B | A) 


Numa composição, explique porquê. 


A sua composição deve incluir: 


a interpretação do significado de P(B | A), no contexto da situação descrita; 


uma referência à regra de Laplace; 


uma explicação do número de casos possiveis; 


uma explicação do número de casos favoráveis. 


3. A Ana e a Joana são amigas e vão acampar nas férias do Carnaval. A mãe da Ana e a mãe da Joana 


pediram às filhas que, quando chegassem ao acampamento, lhes telefonassem, pedido que é hábito 
fazerem sempre que as jovens se ausentam de casa por períodos de tempo alargados. Admita-se que o 
facto de uma delas telefonar é independente de a outra também o fazer. 


Sabe-se pela experiência que elas nem sempre satisfazem o pedido das mães. 


Considere os acontecimentos: 


A: «a Ana telefona à mãe»; 


B: «a Joana telefona à mãe». 


Determine a probabilidade de, pelo menos, uma das amigas telefonar à sua mãe, sabendo que 
P(A) = 70%, que P(B) = 80% eque 4 e B são acontecimentos independentes. 


Apresente o resultado em percentagem. 
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4. Considere a função f, de domínio ] 0, z| , definida por f(z) = ln z x cos z Funções 
Sabe-se que: Resolução 
gráfica 


e O éa origem do referencial; 


e A é o ponto de intersecção do gráfico da função f com o eixo Oz, que se situa mais próximo 
da origem O; 


e B éo ponto de intersecção do gráfico da função f com a recta bissectriz dos quadrantes pares. 


Determine a área do triângulo [OAB iF recorrendo as capacidades graficas da sua calculadora. 


Na sua resposta, deve: 


e reproduzir o grafico da função, ou os gráficos das funções, que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar as coordenadas dos pontos A e B, arredondando às milésimas as coordenadas do ponto B ; 
e desenhar o triângulo [OAB |, assinalando os pontos que representam os seus vértices; 


e apresentar o resultado pedido, com arredondamento as centésimas. 


5. Seja uma função f, de dominio Rt,e seja a recta de equação y = 1 a única assimptota do gráfico de f | Assintotas 


Considere a função g, de domínio R*, definida por g(r) = f(z)+ z 


Prove que o grafico de g tem uma assimptota oblíqua paralela à bissectriz dos quadrantes ímpares. 


et = e” 
se r>0 
6. Considere a função h, de domínio R, definida por h(x) = z Funções 
ln(z? +1) se z<0 
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 
6.1. Estude a continuidade da função h em z = 0 Continuidade 
6.2. Resolva, no intervalo |-c0, 0). a inequação h(x) > h(—4) Exponenciais 
e logaritmos 
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Funções 7. Admita que, numa certa marina, a profundidade da água, em metros, t horas após as zero horas de 
| T 
| um certo dia, é dada por P(t) = 2cos E | +8,emque te lo, 24] 
Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 
| 
Funções | 7.1. Determine a profundidade da agua da marina às três horas da tarde, desse dia. 
trigonométricas | 
1.2 derivada | 7.2. Determine, recorrendo ao estudo da função derivada, a profundidade minima, em metros, da água 
| da marina, nesse dia. 
| FIM 
| 
COTAÇÕES 
GRUPO I 
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GRUPO I 
Na resposta a cada um dos itens deste grupo, seleccione a única opção correcta. 
Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 
e aletra que identifica a única opção escolhida. 
Não apresente cálculos, nem justificações. 
1. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 
Sejam A e B dois acontecimentos (A CQ e B C Q) independentes, com P(A) #0 
Qual das afirmações seguintes é necessariamente verdadeira? 


(a) P(A)+P(B)=1 
(B) P(AUB) = P(A) + P(B) 


( 
(C) P(A) # P(B) 
(D) P( 


2. O código de um auto-rádio é constituído por uma sequência de quatro algarismos. Por exemplo, 0137 


Quantos desses códigos têm dois e só dois algarismos iguais a 7 ? 
(A) 486 
(B) 810 
(C) 432 


(D) 600 


Probabilidades 


Axiomática e 
probabilidade 
condicionada 


Combinatória 
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Funções | 3. Na Figura 1, está representada, num referencial o. n. zOy, parte do gráfico de uma função g, de 


dominio |-3, +oo[ 
Assintotas 


Figura 1 


A recta de equação y = 27 — 4 é assimptota do gráfico de g 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


(A) lim (g(x) -22-4)=0 


T = 
Oa 


(C) jim (9(z) -21+4)=0 


(D) lim (9(z)-27)=0 


Teorema de | 4. Seja f uma função de domínio [0, +o, definida por 


Bolzano 
27-9 se OS2r<5 
flr)= 
l-er 
t 


se r25 


Em qual dos intervalos seguintes o teorema de Bolzano permite garantir a existência de, pelo menos, um 
zero da função f? 


(A) ]0,1[ (8) 1,4 (C) ]4,6l (D) ]6,7/ 
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5. Qual é o valor de lim a E ? 
750 r? 2 
(A) 4 
(B) 0 


(c) + 


(D) 


[o] Le 


6. Na Figura 2, está representada, num referencial o. n. zOy, parte do gráfico de uma função polinomial f 
de grau 3, de domínio R 


Figura 2 


Sabe-se que: 
e -2, 2 e 5 sãozeros de f 


e f’ representa a função derivada de f 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 
(A) f(0)x f(6) =0 

(B) f(-3)x f(6) <0 

(C) f(-3)x (0) >0 

(D) f(0)xf(6) <0 
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7. Na Figura 3, estão representadas, no plano complexo, as imagens geométricas de quatro números 
complexos 21, 29, 23 € 24 


Figura 3 


Qual é o número complexo que, com ne N, pode ser igual a if” + tl + 14t? 


(A) 21 
(B) z2 
(C) 23 


(D) z4 
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8. Na Figura 4, está representado, no plano complexo, a sombreado, um sector circular. Conjuntos e 
condições 
Sabe-se que: 

e o ponto A está situado no 1.º quadrante; 
e o ponto B está situado no 4.º quadrante; 


e [AB] é um dos lados de um polígono regular cujos vértices são as imagens geométricas das raízes de 


índice 5 do complexo 32 cs(5) 


e oarco AB está contido na circunferência de centro na origem do referencial e raio igual a OA 


Figura 4 


Qual dos números seguintes é o valor da área do sector circular AOB ? 


(a) = 
(a) = 
( = 
o = 
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N.” complexos 


Equações 


Operações 


Probabilidades 


Distribuição 
binomial 


Probabilidade 
condicionada 


42 


GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efectuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exacto. 


1. Em C, conjunto dos números complexos, considere 


na 
z =1, %=5t e m=cis)— |, ne N 
1 2 3 [o ) 


Resolva os dois itens seguintes sem recorrer à calculadora. 


1.1. O complexo z; é raiz do polinómio 2 — z? +16z -16 
Determine, em C, as restantes raizes do polinómio. 


Apresente as raízes obtidas na forma trigonométrica. 


1.2. Determine o menor valor de n natural para o qual a imagem geométrica de z2 x z3, no plano 
complexo, está no terceiro quadrante e pertence à bissectriz dos quadrantes ímpares. 


2. Uma companhia aérea vende bilhetes a baixo custo exclusivamente para viagens cujos destinos sejam 
Berlim ou Paris. 


2.1. Nove jovens decidem ir a Berlim e escolhem essa companhia aérea. Cada jovem paga o bilhete com 
cartão multibanco, ou não, independentemente da forma de pagamento utilizada pelos outros jovens. 
Considere que a probabilidade de um jovem utilizar cartão multibanco, para pagar o seu bilhete, é 
igual a 0,6. 


Determine a probabilidade de exactamente 6 desses jovens utilizarem cartão multibanco para 
pagarem o seu bilhete. 


Apresente o resultado com arredondamento às centésimas. 


2.2. A companhia aérea constatou que, quando o destino é Berlim, 5% dos seus passageiros perdem o 
voo e que, quando o destino é Paris, 92% dos passageiros seguem viagem. Sabe-se que 30% dos 
bilhetes a baixo custo que a companhia aérea vende têm por destino Berlim. 


Determine a probabilidade de um passageiro, que comprou um bilhete a baixo custo nessa companhia 
aérea, perder 0 voo. 


Apresente o resultado na forma de dizima. 
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3. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam A e B dois 
acontecimentos (A CQ e B cQ), com P(A) #0 


Probabilidades 
1- P(B) Axiomática 


Most P(B|4)21-——— 
ostre que P(B | A) P(A) 


4. Num museu, a temperatura ambiente em graus centígrados, t horas após as zero horas do dia 1 de Abril 
de 2010, é dada, aproximadamente, por 


Funções 


T(t) =15+0,1t2e%15t com te (0, 20] 1.º derivada 


Determine o instante em que a temperatura atingiu o valor máximo recorrendo a métodos exclusivamente 
analíticos. 


Apresente o resultado em horas e minutos, apresentando os minutos arredondados às unidades. 


Se utilizar a calculadora em eventuais cálculos numéricos, sempre que proceder a arredondamentos, use 
três casas decimais. 


Es sez<l 
1 


5. Considere a função f, de dominio R, definida por f(x) =: 


27 lng se r21 


T 


1.º derivada e 
assintotas 


5.1. O gráfico de f admite uma assimptota horizontal. 


Seja P o ponto de intersecção dessa assimptota com a recta tangente ao gráfico de f no ponto de 
abcissa e. 


Determine as coordenadas do ponto P recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


Resolução 
gráfica 


5.2. Existem dois pontos no gráfico de f cujas ordenadas são o cubo das abcissas. 


Determine as coordenadas desses pontos recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 
e equacionar o problema; 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


assinalar esses pontos; 


indicar as coordenadas desses pontos com arredondamento às centésimas. 
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6. Na Figura 5, está representada, num referencial o. n. rOy, parte do gráfico da função f, de dominio R , 
definida por f(z) = 4cos(2z) 
Sabe-se que: 
e os vértices A e D do trapézio [ABCD] pertencem ao eixo Oz 
e o vértice B do trapézio [ABCD] pertence ao eixo Oy 
e o vértice D do trapézio [ABCD] tem abcissa — a 
e os pontos A e C pertencem ao gráfico de f 


e arecta CD é paralela ao eixo Oy 


Figura 5 


Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


Funcões | 6.1. Determine o valor exacto da área do trapézio [ABCD] 
trigonométricas | 
Funções | 6.2. Seja f a primeira derivada da função f, e seja f” a segunda derivada da função f 
trigonométricas | 
acesas. | Mostre que f(z)+f'(z)+f(z)= -4(3 cos(2r) + 2sen(2z)), para qualquer número real x 
| 


| 


Resoluções pág. 219 1.2 FASE, 2011 


7. Na Figura 6, está representada, num referencial o.n. rOy, parte do gráfico da função g Funções e 


2.º derivada 


Figura 6 


Sabe-se que: 

e gé uma função continua em R 

e gnão tem zeros 

e asegundaderivada, f”,de uma certa função f tem domínio Re é definida por f"(x) = g(x)x(z2- 57+ 4) 


f(1) x f(4) > 0 


Apenas uma das opções seguintes pode representar a função f 


I II 


Elabore uma composição na qual: 
e indique a opção que pode representar f 


e apresente as razões que o levam a rejeitar as restantes opções 


Apresente três razões, uma por cada gráfico rejeitado. 


FIM 


45 


ENUNCIADOS 


COTAÇÕES 
GRUPO I 
EE E RED Sp CR (8 x 5 pontos)........................ 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
a E A O E E E Sect S E PE E E E E a 15 pontos 
PD DEIRE EE IEI IET EAT AIALA ER OL AE = AND SEN 15 pontos 
2. 
DEM E T E E A dk stataueseesucetaduaiuttcteestaseeh vuacsinsibonaess 10 pontos 
DD anna a E E ANA R 15 pontos 
à A PETAT E EE PR CE TA 15 pontos 
E E ETE N 15 pontos 
5. 
DUS Ae A R EE T E A E T E T A AE 20 pontos 
CR PRESS a DR DER DARDOS ENREDO RS RO AE 15 pontos 
6. 
GG sssesmossctadossacaao lo tanas aa to Secbuws E E E AE Ago dado gens E Ceu asa Se doada 15 pontos 
[67 ADE eo PERENE 25) RDNS RO AR DDS RESENDE DIDI SEER 10 pontos 
ASR RR PRE ERRAR ETE RES PPP Re PERENE PURA PARDO TED PETS REAR NNE ET 15 pontos 
160 pontos 
TOTAL iki eet 200 pontos 
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GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, seleccione a única opção correcta. 
Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 


e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Os medicamentos produzidos num laboratório são embalados em caixas de igual aspecto exterior | Probabilidades 
e indistinguíveis ao tacto. Um lote contém dez caixas de um medicamento X e vinte caixas de um 
medicamento Y. Desse lote, retiram-se, ao acaso, simultaneamente, quatro caixas para controlo de 


: Combinatória 
qualidade. 
Qual é a probabilidade de as caixas retiradas serem todas do medicamento Y? 
10C, 2C, 4 ( 2 j 
C) —— D) {= 
A) aC, ®) we (O) ng; D) (3 
2. Atabela de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X é a seguinte. Distribuições de 
probabilidades 
Sabe-se que: 


e a e b são números reais 


e P(X <1) =3P(X=5) 


Qual é o valor de 6? 


1 
(C) 50 (D) = 


(A) 3 


10 (B) += 
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Distribuição | 3. Seja a um número real positivo e seja X uma variável aleatória com distribuição Normal N(0, 1) 
normal 
Qual das igualdades seguintes é verdadeira? 


| (A) P(X <a)+ P(X 2-a) =0 
(B) P(X <a) = P(X 2-a) 
(C) P(X <a)+ P(X 2>-a)=1 


(D) P(X <a) =P(X >a) 


Funções | 4. Na Figura 1, está representada, num referencial o. n. rOy, parte do grafico de uma função polinomial f , 
| de grau 4. 


2.º derivada | 


Figura 1 


Qual das expressões seguintes pode definir a função f”, segunda derivada de f ? 
(A) (z- 3)? 

(B) (z+ 3)? 

(C) 9-2? 


| (D) z? -9 
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5. Para um certo número real positivo, k, a função g definida em R por Continuidade 
E se z>0 
g(z) = é contínua. 
In(k-z) se z<0 
Qual é o valor de k ? 
(A) Ve (B) e3 (C) s (D) 3e 
6. Na Figura 2, está representado, num referencial o. n. zOy, o circulo trigonométrico. Funcões 


trigonométricas 


Sabe-se que: 

e C éo ponto de coordenadas (1, 0) 

e os pontos D e E pertencem ao eixo Oy 

e [AB] é um diâmetro do circulo trigonométrico 
e as rectas EA e BD são paralelas ao eixo Ox 


e 0 é a amplitude do ângulo COA 


e DE jo a] 
2 


Qual das expressões seguintes dá o perímetro da região sombreada na Figura 2? 
(A) 2(cos8 + sen@) 

(B) cos@ + send 

(C) 2(1 + cos + sen) 


(D) 1 + cos@ + send 
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N.º complexos | 7. Na Figura 3, está representado, no plano complexo, a sombreado, um sector circular. 
| 
Sabe-se que: 
Conjuntos e ae ae. : . 

condições | e o ponto A é a imagem geométrica do número complexo — 3 + 7 


e o ponto B tem abcissa negativa, ordenada nula, e pertence à circunferência de centro na origem do 


referencial e raio igual a OA 


Figura 3 


Qual das condições seguintes define, em C, a região a sombreado, incluindo a fronteira? 


(Considere como arg(z) a determinação que pertence ao intervalo [0, 27 [) 
| Qn 
| (A) |z| <2 ^ Eni eS 
ör 
(B) HER A tel E 
27 
(C) |e|<4 A one a 


(D) |z|<4 A oF angla) <x 
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8. Na Figura 4, estão representadas, no plano complexo, as imagens geométricas de seis números complexos 
21, 22, 23, 24, 25 © 26 


» 23 e 22 


Figura 4 


Qual é o número complexo que pode ser igual a (z2 + z4) xi? 
(A) 21 
(B) 23 
(C) 25 


(D) z6 
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GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efectuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exacto. 


N.º complexos | 1. Seja C o conjunto dos números complexos. 


Resolva os dois itens seguintes, sem recorrer à calculadora. 


| z x gant = 


Operações | 1.1. Considere 2 =1+2i ewu=-————, combe Rene N 
| il 


Determine o valor de b para o qual w é um numero real. 


Demonstrações 1.2. Seja z um número complexo tal que |z| = 1 
2 
Mostre que E + z| +I — df =4 


Probabilidades | 2. A MatFinance é uma empresa de consultoria financeira. 


Probabilidade 2.1. Dos funcionários da MatFinance, sabe-se que: 
condicionada 


e 60% são licenciados; 
e dos que são licenciados, 80% têm idade inferior a 40 anos; 
e dos que não são licenciados, 10% têm idade inferior a 40 anos. 


Determine a probabilidade de um desses funcionários, escolhido ao acaso, ser licenciado, sabendo 
que tem idade não inferior a 40 anos. 


Apresente o resultado na forma de fracção irredutível. 
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2.2. Considere o problema seguinte. Combinatória 


«Foi pedido a 15 funcionários da MatFinance que se pronunciassem sobre um novo horário de 
trabalho. 


Desses 15 funcionários, 9 estão a favor do novo horário, 4 estão contra, e os restantes estão indecisos. 
Escolhe-se, ao acaso, 3 funcionários de entre os 15 funcionários considerados. 


De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos os 3 funcionários, de forma que pelo menos 
2 dos funcionários escolhidos estejam a favor do novo horário de trabalho?» 


Apresentam-se, em seguida, duas respostas. 


Resposta I: ki - °C, Resposta II: 6x°C, +°C, 


Apenas uma das respostas esta correcta. 


Elabore uma composição na qual: 
e identifique a resposta correcta; 
e explique um raciocínio que conduza à resposta correcta; 


e proponha uma alteração na expressão correspondente à resposta incorrecta, de modo a torná-la 
correcta; 


e explique, no contexto do problema, a razão da alteração proposta. 


3. Na estufa de um certo jardim botânico, existem dois lagos aquecidos, o lago A e o lago B. 
Às zero horas do dia 1 de Março de 2010, cada lago recebeu uma espécie diferente de nenúfares, a saber, 
Victoria amazonica e Victoria cruziana. 


Funções 


N a(t) é o número aproximado de nenúfares existentes no lago A, t dias após as zero horas do dia 1 de 
Março de 2010. Esses nenúfares são da espécie Victoria amazonica e desenvolvem-se segundo o modelo 


Nile com t>0 


RE ®t 


N p(t) é o número aproximado de nenúfares existentes no lago B, t dias após as zero horas do dia 1 de 
Março de 2010. Esses nenúfares são da espécie Victoria cruziana e desenvolvem-se segundo o modelo 


N,(t) = = com t>0 


1+50xe 4 


Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analiticos. 


Exponenciais e 


3.1. Como foi referido, às zero horas do dia 1 de Março de 2010, o lago A recebeu um certo número de se 
logaritmos 


nenufares da espécie Victoria amazonica. Decorridos 7 dias, esse numero aumentou. 
Determine de quanto foi esse aumento. 


Apresente o resultado com arredondamento as unidades. 


Exponenciais e 


3.2. Determine quantos dias foram necessários, após as zero horas do dia 1 de Março de 2010, para que och 
aritmos 


o número de nenúfares existentes no lago A fosse igual ao número de nenúfares existentes no lago B. 


Apresente o resultado com arredondamento às unidades. 
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Funções E 3 face 
4. Considere a função f, de dominio 


0, 5 definida por f(x) =e?” + cos x — 27? 


Resolução Sabe-se que: 
gráfica ; 
e B é um ponto do gráfico de f 


e a recta de equação y = 87 é paralela à recta tangente ao gráfico de f no ponto B 


Determine, recorrendo à calculadora gráfica, a abcissa do ponto B 


Na sua resposta, deve: 
e equacionar o problema; 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar a abcissa do ponto B com arredondamento às centésimas. 


+ Considere a função f, de domínio [0, +oo[, definida por 


etai 
se 0<zr<2 
z-2 
f(z) = 
Z+1 Pe aoe 
ln(z +1) 


Resolva os três itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 
Assintotas 5.1. Estude f quanto à existência de assimptotas verticais do seu gráfico. 


Teorema de 5.2. Mostre, sem resolver a equação, que f(x) = —3 tem, pelo menos, uma solução em p. 1 
Bolzano 


1.º derivada 5.3. Estude f quanto à monotonia em ]}2, +00 


Funções . Para a, b e n, números reais positivos, considere a função f, de dominio R, definida por 
trignométricas 


e 2aidenvada f(x) =a cos(nx) + b sen(nz) 


Seja f” a segunda derivada da função f 


Mostre que f é (x) +n? f (x) = 0, para qualquer numero real x 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
PTE aAA EAEAP EE SEA aA (8 x 5 pontos)........................ 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 

1. 

VA srini LEERAREA E OOE NETEN ANS 15 pontos 

E E PREE E NEES PPO E ONO AONI A VOE AOLE ENE ER 15 pontos 
2. 

DV E AEEA EAE E A E EE A EE E E S E 20 pontos 

DD a NATE O EREE E E A ANAE 15 pontos 
3. 

Dads, candi e EE A E E E E ava SEa ati Ass S ec adin aa aslaço 10 pontos 

Did E IES ramos Sis faca DEN caters gates ea E I EA EAR 15 pontos 
E ar A PES PO, PEN RIR E ARA ESPOSO ENS NRO JA DDD SRD GNR RUDE 15 pontos 
5. 

Bl te hs E EPE EEE E E E seuussesctocasusssadedssnoinertegzcscnaveusetawesnsest 15 pontos 

T PNR EEIE DAE OEE E E EA AES E E O 10 pontos 

BQ in AE A E E EE E E T T 15 pontos 
(o PET E T PEDE A T T Ea ROS 15 pontos 

160 pontos 


TOTAL Re Seen: 200 pontos 
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GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, seleccione a única opção correcta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 


e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Num determinado clube desportivo praticam-se apenas dois desportos, futebol e andebol. Dos jovens 
inscritos nesse clube, 28 jogam apenas futebol, 12 jogam apenas andebol e 12 jogam futebol e andebol. 
Escolhe-se, ao acaso, um dos jovens inscritos. 


Qual é a probabilidade de o jovem escolhido jogar andebol sabendo que joga futebol? 


(A) t B) 3 © 5 (D) 3 


2. Lança-se cinco vezes consecutivas um dado equilibrado, com as faces numeradas de 1 a 6, e regista-se, 
em cada lançamento, o número inscrito na face voltada para cima. 


Considere os acontecimentos seguintes. 
I: «sair face impar em exactamente dois dos cinco lançamentos»; 


J: «sair face 4 em exactamente dois dos cinco lançamentos». 
Qual dos acontecimentos seguintes é mais provável? 


(A) acontecimento 7 
(B) acontecimento I 
(C) acontecimento J 


(D) acontecimento J 


3. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 


Sejam A e B dois acontecimentos (A CQ e B C Q) incompatíveis. 
Sabe-se que P(AN B) = 0,3 e que P(A)=0,5 


Qual é o valor de P(B)? 


(A) 0,2 (B) 0 (C) 0,5 (D) 0,4 


Probabilidades 


Probabilidade 
condicionada 


Distribuição 
binomial 


Axiomatica 


ENUNCIADOS 


Funções | 4. Considere uma função f, de dominio R\ {3}, continua em todo o seu dominio. 


Sabe-se que: 


Assintotas 

e lim i(ay= 1 
T—+oo 

o lim f(z) =-2 


o lim (f(z) + 22) =0 


T 


Em qual das opções seguintes as equações definem duas assimptotas do gráfico de f ? 
(A) z=-2 e y=1 

(B) r=3 e y=-2r 

(C) y=-2r e y=1 


(D) y= 22 e y=-1 


2. derivada . Para um certo número real a, seja a função f, de dominio R, definida por f(z) = ar*-1 


Na Figura 1, está representada, num referencial o. n. xOy, parte do gráfico da função f”, segunda derivada 
da função f 


ofa 


Figura 1 


Qual dos valores seguintes pode ser o valor de a? 


(A) 0 
(B) 7 
(C) 3 
(D) -3 
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6. Na Figura 2, estão representados, num referencial o. n. rOy, uma circunferência e o triângulo [OA B] Funcões 
trigonométricas 


Sabe-se que: 

e O é a origem do referencial; 

e a circunferência tem centro no ponto O e raio 1 

e A éo ponto de coordenadas (—1, 0) 

e B pertence à circunferência e tem ordenada negativa; 


e o ângulo AOB tem amplitude igual a an radianos. 


Figura 2 


Qual é a área do triângulo [OA B] ? 


m E 


B) 5 
(o) + 


(D) 43 


7. Sejam k e p dois números reais e sejam 2 =(3k+2)+ pi e z=(3p—4)+(2—5k)i dois números | N.” complexos 
complexos. 


Equações 
Quais são os valores de k e de p para os quais z; é igual ao conjugado de 29 ? 


(A) k=-1e p=3 
(B) k=1 e p=3 
(C) k=0 e p=-2 
(D) k=l e p=-3 
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8. Considere, em C, um número complexo w 


No plano complexo, a imagem geométrica de w é o vértice A do octógono [ABCDEFGH], representado 
na Figura 3. 


Os vértices desse polígono são as imagens geométricas das raízes de índice 8 de um certo número 
complexo. 


Figura 3 


Qual dos números complexos seguintes tem como imagem geométrica o vértice C do octógono 
[ABCDEFGH] ? 


(A) -w 

(B) w +1 
(C) ixw 
(D) i? x w 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efectuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exacto. 


1. Seja C o conjunto dos números complexos. 


Resolva os dois itens seguintes sem recorrer à calculadora. 


1.1. 


1.2. 
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GRUPO II 


N.” complexos 


Considere 2) = 2 + V3 i + i49+2014 neN 


Potências e 
ee raizes 
Sabe-se que z, é uma das raízes cúbicas de um certo complexo z 
Determine z 
Apresente o resultado na forma algébrica. 
. . T F 
Considere 2% = cis (7) Conjuntos e 
4 condições 


No plano complexo, a região definida pela condição | z — z| < 1 A T <arg(z)< 27 A |\z|2 |z- z 
está representada geometricamente numa das opções I, II, III e IV, apresentadas na página seguinte. 
(Considere como arg(z) a determinação que pertence ao intervalo Jo, 27)) 
Sabe-se que, em cada uma das opções: 

e O é a origem do referencial; 

e C é a imagem geométrica de zo 


e OC é o raio da circunferência. 


Apenas uma das opções está correcta. 
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Elabore uma composição na qual: 
e indique a opção correcta; 


e apresente as razões que o levam a rejeitar as restantes opções. 


Apresente três razões, uma por cada opção rejeitada. 


Probabilidades | 2. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 


aa Sejam A e B dois acontecimentos tais que ACM e BCL, com P(B) #0 


Mostre que P(ANB|B)=P(A|B) 
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3. Considere as 13 cartas do naipe de copas: ás, três figuras (rei, dama e valete) e mais nove cartas 
(do 2 ao 10). 


Probabilidades 


3.1. As cartas vão ser dispostas, ao acaso, sobre uma mesa, lado a lado, de modo a formarem uma 
sequência de 13 cartas. 


Combinatória 


Determine o número de sequências diferentes que é possível construir, de modo que as três figuras 
fiquem juntas. 


3.2. Determine a probabilidade de, ao retirar, ao acaso, 4 das 13 cartas do naipe de copas, obter pelo 
menos duas figuras. 


Combinatória 


Apresente o resultado na forma de fracção irredutível. 


4. Para um certo valor real de k, admita que a quantidade de combustível, em litros, existente no depósito 
de uma certa máquina agrícola, t minutos após ter começado a funcionar, é dada aproximadamente por 


Funções 


Q(t) =12+log3(81-kt?), com te[0,20] Logaritmos 


Considere que essa maquina agricola funcionou durante 20 minutos e que, nesse periodo de tempo, 
consumiu 2 litros de combustível. 


Determine o valor de k recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


5. Considere a função f, de dominio R, definida por 


oot ot 1 se z#-1 
f(z)= lze (a é um número real.) 
a+2 se z=-1 


Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


5.1. Determine a sabendo que f é continua em z = —1 Continuidade 


1.º derivada e 
Teorema de 
Bolzano 


5.2. Seja f’ a primeira derivada de f 
Mostre, sem resolver a equação, que f(z) =+ tem, pelo menos, uma solução em Jo, 1 


Se utilizar a calculadora em eventuais calculos numéricos, sempre que proceder a arredondamentos, 
use duas casas decimais. 
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Funções | 6. De duas funções f e g sabe-se que: 


e f tem domínio R e é definida por f(x) = 7 — 4sen(5z) 


e g tem dominio a, - 3 e g', primeira derivada de g, tem dominio ia 3 e é definida por 


g(z) = loga (-z — z) 


Resolva os itens 6.1. e 6.2. recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


Limites 6.1. Calcule o valor de lim 27 
| z~0 f(z)-7 
| 
2.º derivada 6.2. Estude a função g quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à existência de 


pontos de inflexão no intervalo -m -z| 


Resolva o item 6.3. recorrendo às capacidades gráficas da sua calculadora. 


Resolução 6.3. Seja h a função, de dominio jaz, - |, definida por h(x) = f(x )- g(x) 
gráfica 


O ponto A pertence ao gráfico da função h 
Sabe-se que a recta tangente ao gráfico da função h no ponto A é paralela ao eixo Or 


Determine a abcissa do ponto A. 


Na sua resposta, deve: 
e equacionar o problema; 


e reproduzir o gráfico da função, ou os gráficos das funções, que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar a abcissa do ponto com arredondamento às décimas. 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
à aa va dda ges Cosas ute SEDES sauvavesayccsrsQusyeuuccesaiscesureeess (8 x 5 pontos)........................ 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
ALR PDR NEC PRDC poços E ACASO Hee eee SRD D RAR APO eR RCPS 15 pontos 
r e APR VE ONE RD OA SON E a DSO NDA si REAR OE SA PPA 15 pontos 
Deshi pr ds PR AS ate ERRERIS PU PERNA EIA VER RR O PSD PDR RUE AT APR 15 pontos 
3. 
É Bi PANDA DI AR E SEARA vou ORNE MEME DM GORS SER Sa DERRAME RESPONDER 2 ED 10 pontos 
3:20 ani o aos Tera TR lana CURRIE 15 pontos 
E LEIO devaeaktesad E A A A ess PR RRER ERP 15 pontos 
5. 
BETE: gechecesarezeden deed veces vedsicevascaewasecutvestec ane carauect vst E 15 pontos 
CEDO ARO RD achat sda ERR RR PP RR PENEDO REQ RAP RO RODE 15 pontos 
6. 
a PARRS AD Ran QREN SN ta O E E E cic suw cs E ieee RARA ER 15 pontos 
E premente cordeiro aT ERNE 15 pontos 
63 sanada aa Ea dei pena 15 pontos 
160 pontos 


TOTAL ses e eaa eaaet, 200 pontos 
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GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, seleccione a única opção correcta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 


e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória e sejam A e B dois 
acontecimentos (A CQ e BCN). 


Sabe-se que: 
e P(A)=0,9 
e P(AUB) =0,73 


e Ae B são acontecimentos independentes 


Qual é o valor de P(B)? 


(A) 0,63 (B) 0,657 (C) 0,073 (D) 0,7 


2. Uma turma do 12.º ano de uma escola secundária tem 18 raparigas e 10 rapazes. Nessa turma, 20 alunos 
têm Inglês. Dos alunos da turma que têm Inglês só 4 são rapazes. 


Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa turma. 


Qual é a probabilidade de o aluno escolhido não ter Inglês, sabendo que é rapariga? 


1 2 3 D Ex 
(A) > (B) > (C) = (0) q 


Probabilidades 


Axiomatica 


Probabilidade 
condicionada 
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ENUNCIADOS 


3. O terceiro elemento de uma linha do triângulo de Pascal é 61075 


A soma dos três primeiros elementos dessa linha é 61 426 


Qual é a soma dos três últimos elementos da linha seguinte? 


(A) 61425 (B) 61426 (C) 61777 (D) 122501 


4. Considere a função f, de domínio Jo, +oo[, definida por 


e"-1 se 0<17<2 


f(z) = 


eae se 7>2 
T 


Seja (u„) uma sucessão de números reais, de termos positivos, tal que lim f (u) = 3 


Qual das expressões seguintes pode definir o termo geral da sucessão (un)? 


1 
(A) 2-5 
1 
(B) 2+5 
1 
(©) 3-7 


1 
(D) 3+5 
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5. Na Figura 1, está representada, num referencial o. n. zOy, parte do gráfico de uma função h’, primeira 
derivada de h 


Figura 1 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função h ? 


(A) (B) 
y y 
O T (0) T 
(C) (D) 
y y 


1.º derivada 


N.º complexos 


Potências e 
raizes 


70 


. Em C, conjunto dos números complexos, considere z= Bcis( 7) 


ENUNCIADOS 


6. Sejam f e g duas funções deriváveis em R 


Sabe-se que: 
sIf) 
e g(1)=(2r-1)x f(x), para todo o valor real de x 


Qual é a equação reduzida da recta tangente ao gráfico de g no ponto de abcissa 1 ? 


(A) y = 3r- 2 
(B) y = 3r+4 
(C) y=2r-1 
(D) y =—3r+ 2 


6 


Qual dos números complexos seguintes é uma das raízes de índice seis de z ? 


(C) 2V2 cis( 257) 


(D) 2V2 cis(--) 


lon) 


Resoluções pág. 242 Prova ESPECIAL, 2011 


8. Na Figura 2, estão representados, no plano complexo, seis pontos, M, N, P, Q, Re S N.” complexos 


Sabe-se que: 


Operações 


e o ponto M é a imagem geométrica do número complexo 2; =2 +i 


e o ponto N é a imagem geométrica do número complexo zı X z2 


O Re(2) | 


Figura 2 


Qual dos pontos seguintes pode ser a imagem geométrica do número complexo zz ? 
(A) ponto P 
(B) ponto Q 
(C) ponto R 


(D) ponto S 


N.º complexos 


Equações 


Demonstrações | 


Probabilidades 


Combinatória 


ENUNCIADOS 


GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efectuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exacto. 


1. Em C, conjunto dos números complexos, resolva os dois itens seguintes sem recorrer à calculadora. 


1.1. Seja w o número complexo com coeficiente da parte imaginária positivo que é solução da equação 
2 


z+z+1=0 
Determine 1 
w 


Apresente o resultado na forma trigonométrica. 


1.2. Seja z um número complexo. 


Mostre que (2+ à) X (z- i) = |z- al para qualquer número complexo z 


(z designa o conjugado de z) 


2. Na Figura 3, está representado um tetraedro com as faces numeradas de 1 a 4 


Figura 3 


2.1. O João tem um catálogo de tintas com 12 cores diferentes, uma das quais é a sua preferida. 
O João selecciona, ao acaso, 4 cores diferentes para pintar as quatro faces do tetraedro. 


Cada uma das faces é pintada com uma única cor. 


Determine a probabilidade de o tetraedro ter uma das faces pintadas com a cor preferida do João. 


Apresente o resultado na forma de fracção irredutível. 
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2.2. Considere a experiência aleatória que consiste em lançar 3 vezes o tetraedro representado na 
Figura 3 e registar, em cada lançamento, o número inscrito na face voltada para baixo. 


Seja X a variável aleatória «número de vezes que, nesses três lançamentos do tetraedro, se regista 
o número 1». 


Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável X 


Apresente as probabilidades na forma de fracção. 


2.3. Considere, agora, a experiência aleatória que consiste em lançar 4 vezes o tetraedro representado 
na Figura 3 e registar, em cada lançamento, o número inscrito na face voltada para baixo. 


Sejam 1 e J os acontecimentos seguintes. 

I: «o número registado nos três primeiros lançamentos do tetraedro é o número 2»; 

J: «a soma dos números registados nos quatro lançamentos do tetraedro é menor do que 10». 
Indique o valor de P(J |I ) sem aplicar a fórmula da probabilidade condicionada. 


Numa composição, explique o seu raciocínio, começando por referir o significado de P(J pi ) no 
contexto da situação descrita. 


3. O momento sismico, Mp, é uma medida da quantidade total de energia que se transforma durante um 
sismo. Só uma pequena fracção do momento sismico é convertida em energia sísmica irradiada, E, que 
é a que os sismógrafos registam. 


A energia sismica irradiada é estimada, em Joules, por E = Mg X 1,6 x 10 


A magnitude, M, de um sismo é estimada por M = 2 logio (E)-29 
Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


3.1. Admita que um sismo que ocorreu no Haiti, em 2010, teve magnitude 7,1 


Determine o momento sismico, Mo, para esse sismo. 


Escreva o resultado na forma a x 10”, com n inteiro relativo e com a entre 1 e 10 


3.2. Sejam M, e Mə as magnitudes de dois sismos. 


Mostre que, se a diferença entre a magnitude M; e a magnitude Ms é igual a 2, então a energia 


sísmica irradiada por um dos sismos é dez vezes superior à energia sismica irradiada pelo outro sismo. 


Distribuição de 
probabilidades 
e distribuição 
binomial 


Probabilidade 
condicionada 


Funções 


Logaritmos 


Logaritmos 
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4. Considere a função f, de domínio R, definida por 


f(z) = E (k designa um número real) 


-z+Ing se 121 


Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


Continuidade 4.1. Determine k, sabendo que f é contínua em z = 1 


Assintotas 4.2. Considere, agora, k = 3 


Estude a função f quanto à existência de assimptotas horizontais do gráfico de f 


5. Na Figura 4, está representado, num referencial o. n. rOy , o gráfico da função g, de dominio Er , = 
definida por 9(x) = x-2cos x 


Funções 
trigonométricas 
e 2.º derivada 


Sabe-se que Ce D são pontos do gráfico de g cujas ordenadas são extremos relativos de g 


Figura 4 


Determine os valores exactos das coordenadas dos pontos C e D recorrendo a métodos exclusivamente 
analíticos. 


74 
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6. Na Figura 5, está representada, num referencial o. n. rOy, parte do gráfico da função f, de dominio 


|oo, 6[, definida por f(z) = 2 +15 In(3- Le) 


Considere que um ponto C se desloca ao longo do gráfico de f, e que C tem coordenadas positivas. 


Para cada posição do ponto C, considere o rectângulo [OACB], em que o ponto A pertence ao eixo das 
abcissas e o ponto B pertence ao eixo das ordenadas. 


Figura 5 


Determine, recorrendo à calculadora gráfica, a abcissa do ponto 4 para a qual a área do rectângulo 
[OACB] é maxima. 

Na sua resposta, deve: 

e escrever a expressão que dá a area do rectângulo [OA CB] em função da abcissa do ponto A; 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar a abcissa do ponto 4 com arredondamento às centésimas. 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
E AOE E E E E a de Deda aan ds Lodo (8 x 5 pontos)........................ 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 

1. 

a Ma JE PERSA PAR LASER A Dc DI A Wesasdasseabetastaent aeons 15 pontos 

T2: mnanaa asim cara det see apena taa dor E A 15 pontos 
2. 

r Pa Pe E E E N AE ARDER A SO RR OGIA Sa A EN ARA ERA 10 pontos 

222: AERE EEEN A EE A N N N E AE A E AE 15 pontos 

DIS EENES vd EIENEN EE NI OROREN ENIE ET 15 pontos 
3. 

Bo PE AE T E EE EA E E E ENEAS E EE EN a END 15 pontos 

BD 2 RE II PONE A ai AA E NEE A AN EE E IAA a 15 pontos 
4. 

a EEI a rece err A RR MORRA A E E AE PR RCE TEE 15 pontos 

BD. E EE EAEE EE E O EA E A EEE E T, 15 pontos 
EET A A TE E A ERR E E iate as andas aca 15 pontos 
EEA E T E E T TRTA 15 pontos 

160 pontos 


TOTA ane A er setis seri 200 pontos 
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GRUPO I = 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, selecione a única opção correta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 


e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam A e B dois | Probabilidades 
acontecimentos (A CQ e BC O). 


Sabe-se que: Axiomática 
e A e B são acontecimentos independentes; 
P(Ã)= 
e P(A) 10 
e P(AUB)= 2 


Qual é o valor de P(B)? 


(a) É (8) 2 (O) 57 o) HL 


2. Para assistirem a um espetáculo, o João, a Margarida e cinco amigos sentam-se, ao acaso, numa fila com | Combinatória 
sete lugares. 


Qual é a probabilidade de o João e a Margarida não ficarem sentados um ao lado do outro? 


2x5! 


(A) = 


(8) $: (0) 2 (0) 3 


3. Numa caixa com 12 compartimentos, pretende-se arrumar 10 copos, com tamanho e forma iguais: sete Combinatória 
brancos, um verde, um azul e um roxo. Em cada compartimento pode ser arrumado apenas um copo. 


De quantas maneiras diferentes se podem arrumar os 10 copos nessa caixa? 


(A) 24; x3! (B) PA; x°C3 (C) PC; x ŽA; (D) 12C x ZA; 
4. Seja f uma função de dominio R, definida por f(x)=e*-3 Funções 
Em qual dos intervalos seguintes o teorema de Bolzano permite afirmar que a equação f(x)=-x- 3 
tem, pelo menos, uma solução? Teorema de 
Bolzano 
1 E 1 jt a D É | 
(a) jo,4 (8) [5,1 (o 4 o É, 


ENUNCIADOS 


Continuidade | 5. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. xOy, parte 


do gráfico de uma função g, de domínio [a, +oo[, com a < -4 


Para esse valor de a, a função f, continua em R, é definida 


bread 
loga (=x = se x<a 
por f(x) = 
g(x) se x2a 
Figura 1 
Qual é o valor de a? 
28 25 19 8 
Ayo =o: =e =a no 
(A) -3 (B) -<7 (C) 3 (0) 
1.º derivada e . Na Figura 2, está representada, num referencial o.n. xOy, parte do gráfico de uma função f, de 
2. derivada domínio R 


Figura 2 


Sejam f'e f”, de domínio R, a primeira derivada e a segunda derivada de f, respetivamente. 


Qual dos valores seguintes pode ser positivo? 


(A) Ff) (B) f(—3) (©) f"(—3) (D) f”) 
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7. Na Figura 3, estão representadas, no plano im (2) 1 N.” complexos 
complexo, as imagens geométricas de cinco ºz, 
números complexos: w, Z1, Z2, Z3 € Z4 e 
e 
Qual é o número complexo que pode ser 
iguala “ ? 
9 3i ez, 
e 23 
(A) zı 
(B) z2 
(C) 23 é 
(D) z4 
Figura 3 
8. Na Figura 4, está representada, a sombreado, no plano Im( Conjuntos e 
complexo, parte de uma coroa circular. m(z) | condições 
Sabe-se que: 


e O é a origem do referencial; 


e o ponto Q é a imagem geométrica do complexo —1 + i 


e areta PQ é paralela ao eixo real; Re(z) 


e as circunferências têm centro na origem; 


e os raios das circunferências são iguaisa 3 e a 6 


Considere como arg(z) a determinação que pertence ao 
intervalo |- z, z| Figura 4 


Qual das condições seguintes pode definir, em C, conjunto dos números complexos, a região a 
sombreado, incluindo a fronteira? 


(A) 3 <|zI< 6 A -r < arg(z- l +i) < 22 

(B) 9 <|z|< 36 A -r < arg(z+ 1- i) <3 

(C) 3 <|z|<6A -z < arg(z+ 1 — i) $ dz 
3 


(D) 9 <|z|< 36 A -z < arg(z-1+i)< 
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N.º: complexos 


Equações | 


Potências, 
raízes e 


demonstrações 


Probabilidades 


Probabilidade 


condicionada 


Combinatória 


Distribuições de 


probabilidades 


ENUNCIADOS 


GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. 


N 


—-l+28i 


Em C, conjunto dos números complexos, considere z, =(—2 + iy 24i 


1.1. Resolva a equação z? + Zi = Z2, sem recorrer à calculadora. 
Apresente as soluções da equação na forma trigonométrica. 


1.2. Seja w um número complexo não nulo. 


Mostre que, se w e + são raízes de índice n de um mesmo numero complexo z, então 


z=1 ou z=-1 


. Numa escola, realizou-se um estudo sobre os habitos alimentares dos alunos. No ambito desse estudo, 


analisou-se o peso de todos os alunos. 
Sabe-se que: 

e 55% dos alunos são raparigas; 

e 30% das raparigas têm excesso de peso; 


e 40% dos rapazes não têm excesso de peso. 


2.1. Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola. 
Determine a probabilidade de o aluno escolhido ser rapaz, sabendo que tem excesso de peso. 


Apresente o resultado na forma de fração irredutível. 


2.2. Considere agora que a escola onde o estudo foi realizado tem 200 alunos. 
Pretende-se escolher, ao acaso, três alunos para representarem a escola num concurso. 
Determine a probabilidade de serem escolhidos duas raparigas e um rapaz. 


Apresente o resultado com arredondamento às centésimas. 


3. Num saco estão cinco bolas, indistinguíveis ao tato, cada uma delas numerada com um número 


diferente: -2,-1,0,1 e 2 
Extraem-se, ao acaso e em simultâneo, quatro bolas do saco. 
Seja X a variável aleatória «produto dos números inscritos nas bolas extraídas». 


A tabela de distribuição de probabilidades da variável X é a seguinte. 


Elabore uma composição na qual: 


e explique os valores da variável X 


e justifique cada uma das probabilidades. 
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4. Considere a função f, de domínio R, eafunção g, de domínio ]0,+00[, definidas por 


4.1. 


4.2. 


f(z)=e 2-44 e g(x)=-in(x)+4 


Mostre que In(2 + 2/2) é o único zero da função f, recorrendo a métodos exclusivamente 
analíticos. 


Considere, num referencial o.n. xOy, os gráficos das funções f e g eo triângulo [OAB] 


Sabe-se que: 

e O éa origem do referencial; 

e A e B são pontos do gráfico de f 

e a abcissa do ponto 4 é o zero da função f 


e o ponto B é o ponto de intersecção do gráfico da função f com o gráfico da função g 
Determine a área do triângulo [OAB], recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 

e reproduzir os gráficos das funções f e g, devidamente identificados, incluindo o referencial; 

e assinalar os pontos 4 e B 

e indicar a abcissa do ponto 4 e as coordenadas do ponto B com arredondamento às centésimas; 


e apresentar o valor da área pedida com arredondamento às décimas. 


5. Considere a função f, de domínio R, definida por 


xIn(x+1)—xIn(x)+3x se x >0 
f(x) = 


x e!-* se x <0 


Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos. 


5.1. 


5.2. 


Estude a função f quanto à existência de assintotas não verticais do seu gráfico. 


Determine a equação reduzida da reta tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa x =—] 


Funções 


Exponenciais e 
logaritmos 


Resolução 
gráfica 


Assintotas 


1.º derivada 
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6. Na Figura 5, está representado um trapézio retângulo [ABCD] D c 


Sabe-se que: 
e BC =1 
e CD =1 A B 
e & é a amplitude, em radianos, do ângulo ADC É 
Figura 5 
eae E a| 
Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 
Funções 6.1. Mostre que o perímetro do trapézio [ABCD] édado, emfunçãode a, por P(a) = 3 + 1—cos@ 
trignométricas sen Ee 
1.º derivada 6.2. Para um certo número real 9, tem-se que tg9 = — 8, com o RG <r 
Determine o valor exato de P’(@) 
Comece por mostrar que P’(@) = ne 
sen^ g 
FIM 
COTAÇÕES 
GRUPO I 
Wai ER E AA (8 x 5 pontos) ..................... 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
WW ssa CC EEN E EE 15 pontos 
T2: ssa RL Ro semen are 15 pontos 
2. 
DeWeese oe cence eased O ae RE DR SA JRR O AP 15 pontos 
O dO o ARE RR RR RÃ ASSAD AR SRS USD PERO DE aT 10 pontos 
É EDS RANA ENS Pr FORROS Po PRC NPR N E RNA NEGRO DOES RS POTE PRO RAND RD 15 pontos 
4. 
E Pa ae ere re ee en de IS A ee eee SD E RO 15 pontos 
ND iria nona ia ed O e 15 pontos 
5. 
Be co cecpassdaiag E tusmncssyentcebonudeuanantendvarseaucceiyes 15 pontos 
Co o eh E EA EAA E EA EESE OE E EN NEN RIO E 15 pontos 
6. 
(o E A E AE E E E A E 15 pontos 
(E A NEE A E PS E EEEE E E 15 pontos 
160 pontos 
TOTAL iiu 200 pontos 
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GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, selecione a única opção correta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 


e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. O código de acesso a uma conta de e-mail é constituído por quatro letras e três algarismos. Sabe-se que | Probabilidades 
um código tem quatro «a», dois «5» eum «2», como, por exemplo, o código 2aaSaSa 


Quantos códigos diferentes existem nestas condições? Combinatória 
(A) 105 (B) 210 (C) 5040 (D) 39 
2. Atabela de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X é a seguinte. Distribuições de 


probabilidades 


Sabe-se que: 


e ae b são números reais; 


35. 
24 


e o valor médio da variável aleatória X é 


Qual é o valor de b? 


(A) 5 e) 5 (o) 5 (D) + 


3. Numa certa linha do triângulo de Pascal, o penúltimo elemento é 111 Triângulo de 


Pascal 
Escolhe-se, ao acaso, um elemento dessa linha. 


Qual é a probabilidade de esse elemento ser maior do que 105? 


(A) SE e) 22 © 2 (D) 35 
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Funções | 4. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. xOy, 
parte do gráfico de uma função f, de domínio ]-1,3[ 


Limite segundo 


Heine Sabe-se que: 


e f(1)=-4 
e areta de equação x=1 é assintota do gráfico de f 
e (X,) é uma sucessão com termos em ]—1,1[ 


e lim(x,) =1 


Qual é o valor de lim (F(%n)) ? 


(A) +oo 
(B) —4 
(C) -5 
Figura 1 
(D) —6 
1.º derivada . Na Figura 2, está representada, num referencial on. xOy, parte do gráfico da função f, de 
domínio ]-6, +oo[, definida por f(x) = In(5+ 2) 
Sabe-se que: 
e areta r é tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa a y 


e a inclinação da reta r é, em radianos, a 


4 


Qual é o valor de a? 


(A) -4 


(8) -2 


-1 
(rs 


(D) -5 


Figura 2 
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6. Seja f uma função de domínio R Assintotas 


Sabe-se que: 

e lim (f(x)-2x)=1 | 
x—+00 

e lim f(x)=3 
x=- 

e lim f(x) =+00 
x—lt 


e lim f(x)=2 


Em qual das opções seguintes as duas equações definem assintotas do gráfico da função f ? 
(A) x=1 e y=-2x+1 

(B) x=l e y=2x+1 

(C) y=3 e y=-2x+1 


(D) y=2 e y=2x+1 


7. Seja k um número real, e sejam z; =2+i e z =3-—ki dois números complexos. N. complexos 


Qual é o valor de k para o qual z, x Z} é um imaginário puro? | 
| Operações 


3 23: 
(A) 3 (B) 3 (C) 1 (D) 6 | 
| 
8. Na Figura 3, está representado, no plano complexo, um polígono regular [ABCDEFGHI] Potências e 
| raízes 


Os vértices desse polígono são as imagens geométricas 
das raízes de índice n de um número complexo Z 


Im(z) 


O vértice A tem coordenadas (0, -3) 


Qual dos números complexos seguintes tem por 
imagem geométrica o vértice F ? 


(A) 3 cis Tg 


(B) 3 cis =Z 


(C) 3 cis 2x 


(D) 3 cis az Figura 3 


N.” complexos 


Operações 


Conjuntos e 
condições 


Probabilidades 


Distribuição 
normal e 
distribuição 
binomial 


Combinatória 


ENUNCIADOS 


GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. Seja C o conjunto dos números complexos. 


1.1. 


1.2. 


Seja n um número natural. 


V3 x j4n-6 + 2eis(—F] 
2eis( F) 


Apresente o resultado na forma trigonométrica. 


Determine , sem recorrer à calculadora. 


TT 

Seja q E T 

! [p 2 
Sejam z; e z} dois números complexos tais que z;=CiS@ e Z2= cis( a + E 


Mostre, analiticamente, que a imagem geométrica de z,+2Z2, no plano complexo, pertence ao 
2.º quadrante. 


2. A empresa AP comercializa pacotes de açúcar. 


2.1. 


2.2. 
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Seja Y a variável aleatória «massa, em gramas, de um pacote de açúcar comercializado pela 
empresa AP». 


A variável aleatória Y segue uma distribuição normal de valor médio 6,5 gramas e desvio padrão 
0,4 gramas. 


Um pacote de açúcar encontra-se em condições de ser comercializado se a sua massa estiver 
compreendida entre 5,7 gramas e 7,3 gramas. 


Determine o valor aproximado da probabilidade de, em 10 desses pacotes de açúcar, exatamente 
oito estarem em condições de serem comercializados. 


Apresente o resultado na forma de dizima, com aproximação às milésimas. 


Considere o problema seguinte. 


«A empresa AP pretende aplicar, junto dos seus funcionários, um programa de reeducação alimentar. 
De entre os 500 funcionários da empresa AP vão ser selecionados 30 para formarem um grupo 
para frequentar esse programa. A Joana e a Margarida são irmãs e são funcionárias da empresa AP. 
Quantos grupos diferentes podem ser formados de modo que, pelo menos, uma das duas irmãs, a 
Joana ou a Margarida, não seja escolhida para esse grupo?» 


Apresentam-se, em seguida, duas respostas corretas. 
D 500 C30 = A28 Cag ID 2x 498 Co9 + 498 C30 


Numa composição, apresente o raciocinio que conduz a cada uma dessas respostas. 
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3. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam 4 e B dois | Axiomatica 
acontecimentos (4 CQ e BC Q), com P(B) #0 


Mostre que P(ANB|B)+P(4|B)=1 


4. Considere afunção f, de domínio R, definida por 


a se x <0 
-v1l-x 
f(x)=41-e*! se x=0 com kER 
4 
ine se x >0 


Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos. 

4.1. Determine k, de modo que lim f(x)=f(0) Limites 
x0 

4.2. Estude a função f quanto à existência de assintotas verticais do seu gráfico. Assintotas 


4.3. Seja g umafunção, de domínio R*, cujaderivada, g’, dedominio R*, é dadapor g'(x) =f (x)-4 2.º derivada 


Estude a função g quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à existência de 
pontos de inflexão. 


5. Considere a função f, de dominio [—7, 0[, definida por Resolução 
gráfica 
fl)=e+In(x?)+3 


Sejam 4 e B os pontos de intersecção do gráfico de f com a bissetriz dos quadrantes pares, e seja d 
a distância entre os pontos 4 e B 


Determine d, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e assinalar os pontos 4 e B 
e indicar as coordenadas dos pontos 4 e B com arredondamento às centésimas; 


e apresentar o valor de d com arredondamento às centésimas. 
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Funções | 6. Na Figura 4, está representado o quadrado [ABCD] 
Sabe-se que: 
e AB=4 
e AE = AH = BE = BF = CF = CG = DG = DH 
e x é a amplitude, em radianos, do ângulo EAB 


6 T 
xe 0, A 


Figura 4 
Funcões | 6.1. Mostre que a área da região sombreada é dada, em função de x, por a(x)=16(1-tgx) 
trigonométricas 
Teorema de 6.2. Mostre que existe um valor de x compreendido entre ag, ae para o qual a área da região 
Bolzano | s 12 5 
| sombreada é 5 


Se utilizar a calculadora em eventuais cálculos numéricos, sempre que proceder a arredondamentos, 
use duas casas decimais. 


FIM 
COTAÇÕES 
GRUPO I 
Vic A: PE E E T (8 $- 5 pontos): ss saias 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
WW oan ccscccatsacaesatserasoussacravanceavatcdeactsscetaaeassesneheensavasuencaeatcectace manda 15 pontos 
q 167 SOR PRA PD RS QE A SEN RR aaa aA 15 pontos 
2. 
DM ee Re eee Ina Santa re PRE SUA DO Do SDS ada ce oO SPE 15 pontos 
DADE E ssensgenaetsecetsancodagaigevesdets E E 15 pontos 
SDs Sei R A E A A A E R 15 pontos 
4. 
GV 2 EEA EEEE AE E 10 pontos 
(8 NA ERR DDR ENCERRADAS A NA E E AI E E 15 pontos 
OSS ESIE EAEE T OEE AEA EA ELE E ANEA ET 20 pontos 
E E E PRO NE RU E OR OS RR RD I E NT 15 pontos 
6. 
l Pa E TE PRA N TEA RET A E O EE ENE S EET 10 pontos 
Otc sees PA JE a a OS NIUE aE A sucess 15 pontos 
160 pontos 
TOTAL: Asses 200 pontos 


Época Especial, 


2012 
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GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, selecione a única opção correta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 


e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Uma sequência de algarismos cuja leitura da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita dá o 
mesmo número designa-se por capicua. Por exemplo, 103301 é capicua. 


Quantos números com seis algarismos são capicuas? 


(A) 729 (B) 900 (C) 810000 (D) 900 000 


2. Atabela de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X é a seguinte. 


Sabe-se que P(X=0V X=1)=0,81 


Qual é o valor médio de X ? 


(A) 0,46 (B) 0,27 (C) 0,08 (D) O 


3. Considere um dado cúbico, com as faces numeradas de 1 a 6, e um saco que contém cinco bolas, 
indistinguíveis ao tato, cada uma delas numerada com um número diferente: 0, 1, 2, 3 e 4. 


Lança-se o dado uma vez e retira-se, ao acaso, uma bola do saco, registando-se os números que saíram. 
Qual é a probabilidade de o produto desses números ser igual a zero? 


(A) 0 By ai © 35 (0) 5 


Probabilidades 


Combinatória 


Distribuições de 
probabilidades 


Probabilidades 
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Funções | 4. Na Figura 1, está representada, num referencial o. n. xOy, parte do gráfico de h”, segunda derivada de 
uma função h, de domínio R 


2.º derivada 


Figura 1 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função h? 


(A) (B) 


O x 
(C) (D) 
y y 
O x Oo x 
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5. Sejam f e g funções de dominio 0, +oo[ Assintotas 
Sabe-se que: 


e areta de equação y =3 é assintota horizontal do gráfico de f 


e f não tem zeros; 


E 
=") 


Qual das opções seguintes define uma assintota horizontal do gráfico de g? 


(A) y=3 (B) y=e (C) y=0 (D) y=-l 


6. Sejam a, b e c três números tais que a € ]l, +oo[, b E R* e cE R® 
Sabe-se que log,b =c e que log, Vc =3 


Qual das expressões seguintes é equivalente a log, y bxc ? 


(A) c+3 (B) c-3 (C) 5+3 (D) 7> 


7. Sejam k e p dois números reais tais que os números complexos z=1+i e w=(kK-—1)+2pi'' | N.º complexos 
sejam inversos um do outro. 


Qual éo valor de k+p? pasa 


(A) -t e) 5 ©) $ o) 4 
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8. Na Figura 2, estão representadas, no plano complexo, uma circunferência, de centro na origem e de 


raio l, e uma reta r, definida por Re(z)= i 


Seja z} o número complexo cuja imagem geométrica está no 1.º quadrante e é o ponto de intersecção 
da circunferência com a reta r 


Figura 2 


Qual das opções seguintes apresenta uma equação de que Z; é solução? 


(A) |z-1|=|z-il (B) Im(z) = 12 (C) 


2-4 |=! (D) |1-z|=v2 
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GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. 


N 


Seja C o conjunto dos números complexos. 


Resolva os itens seguintes, sem recorrer à calculadora. 


1.1. Considere o número complexo z = 8/3 -8i 


Determine as raízes de índice 4 de z 


Apresente as raízes na forma trigonométrica. 


1.2. Seja w um número complexo não nulo. 


Mostre que, se o conjugado de w é igual a metade do inverso de w, então a imagem geométrica 


y2 


de w pertence à circunferência de centro na origem e de raio 2 


Considere uma empresa em que: 
e 80% dos funcionários apostam no euromilhões; 
e dos funcionários que apostam no euromilhões, 25% apostam no totoloto; 


e 5% dos funcionários não apostam no euromilhões nem no totoloto. 


2.1. Determine a probabilidade de, ao escolher, ao acaso, um funcionário dessa empresa, ele apostar no 
totoloto. 


2.2. Considere agora que essa empresa tem 50 funcionários. 
Escolhem-se, ao acaso, oito funcionários dessa empresa. 


Determine a probabilidade de, pelo menos, sete desses funcionários serem apostadores no 
euromilhões. 


Apresente O resultado com arredondamento as centesimas. 


N.º complexos 


Potências e 
raizes 


Conjuntos, 
condições e 
demonstrações 


Probabilidades 


Probabilidade 
condicionada 


Combinatória 
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Axiomática | 3. Seja Q o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam A e B dois 
acontecimentos (A CQ e BC O). 


Mostre que, se A e B são dois acontecimentos independentes, então 


P(ANB)+P(A)x(1 -P(B)) = P(A) 


. Admita que a concentração de um produto químico na água, em gramas por litro, ¢ minutos após a sua 
colocação na água, é dada, aproximadamente, por 


C(t) = 0,5txe“ com t>0 
Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analiticos. 


Teorema de 4.1. Mostre que, durante os primeiros 15 minutos após a colocação desse produto químico na água, 
Bolzano houve, pelo menos, um instante em que a concentração do produto foi 13 gramas por litro. 


Se utilizar a calculadora em eventuais cálculos numéricos, sempre que proceder a arredondamentos, 
use três casas decimais. 


1.º derivada 4.2. Determine o valor de t para o qual a concentração desse produto químico na água é maxima. 


5. Considere as funções f e g, de domínio R, definidas, respetivamente, por 


ta se x #0 
f(x) =-x+sen( 2) e g(x)= com ke R 


et-1 se x=0 


Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos. 


Continuidade 5.1. Determine k de modo que a função g seja contínua. 


Funções 5.2. Determine, em ]-27, 5z[, as soluções da equação 2f(x) = (F(x) +x) -1 
trigonométricas 


e 1.º derivada 
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6. Considere, num referencial o. n. xOy, o gráfico de uma função h, de domínio R Funções, 
1.º derivada e 
Sabe-se que: 2.º derivada 


e a, b e c são números reais positivos e a < b < c 
e h tem um minimo relativo em Ja, cl 

e h é crescenteem ]-00,0[ 

+ dim, (a(x)-1)=0 


e a segunda derivada, h”, da função h étal que h”(x)>0 para x> b 


Apenas uma das opções seguintes pode representar uma parte do gráfico da função h 


1) ID 


1 
1 
1 
' 
1 
' 
‘ 
' 
1 


IV) 


Elabore uma composição na qual: 
e indique a opção que pode representar h 


e apresente três razões para rejeitar as restantes opções, uma por cada opção rejeitada. 
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7. Considere, num referencial o. n. xOy, o gráfico da função f, de dominio R*, definida por 
f(x) = e%* + In(3.x + 1) 


Seja P um ponto do gráfico de f 


A distância do ponto P à origem é igual a 2 


Determine a abcissa do ponto P, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 
e equacionar o problema; 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar a abcissa do ponto P com arredondamento às centésimas. 


FIM 


Epoca ESPECIAL, 2012 


COTAÇÕES 
GRUPO I 
PE E E PERDE ret eer em Peep reer ee tere (8 x 5 pontos) 2. ce:sesccc022. 320080 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
E E E E S E qnd E E E TE 15 pontos 
MEDE aana a AE AE ORARE R EEO 15 pontos 
E E S E E A E E E E T 15 pontos 
DD E ET A OSEE EA E EAE E 15 pontos 
SE E E A E es O, A E A E T O T 15 pontos 
AM, E A T A E EEIE E AOE ndo E A A WIRE 10 pontos 
GL E EO O N E EE 15 pontos 
Dodo E E E PE teeth E E E A n dadas 15 pontos 
D2 ra E AT N R RR REP 15 pontos 
posa A E E T T all E ne ala seo dede 15 pontos 
Si Ste E E a a E A A T 15 pontos 
160 pontos 


TOTAL: 65 Sie ees 200 pontos 


1.º Fase, 


2013 
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GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, selecione a única opção correta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 
e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Num grupo de nove pessoas, constituído por seis homens e três mulheres, vão ser escolhidos três | Probabilidades 
elementos para formarem uma comissão. 


Quantas comissões diferentes se podem formar com exatamente duas mulheres? Combinatória 
(A) °C (B) 6x3C, (C) 43 (D) 6xº4 
2. Atabela de distribuição de probabilidades de uma variável aleatória X é a seguinte. Distribuições de 


probabilidades 


Sabe-se que: 
e a e b são números reais; 


e P(X >1)=P(X <2) 
Qual é o valor médio da variável aleatória X ? 


(ay 5 (8) 2 (o) 17 o 12 


3. Considere uma variável aleatória X com distribuição normal de valor médio 11 e desvio padrão ø Distribuição 
normal 


Sabe-se que O é um número naturale que P(X > 23) = 0,02275 
Qual é o valor de O ? 


(A) 12 (B) 11 (C) 6 (D) 4 = 
99 
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EES —— 


a | e = 
Parone | 4. Seja f a função, de dominio R\{0}, definida por f(x) = Et) 
i 
| 
| 
Limite segundo 
O ji ak | Considere a sucessão de números reais (x,) tal que x, = L 


Qual é o valor de lim f(x,)? 


(A) —1 (B) 0 (C) 1 (D) +00 


Assintotas | 5. Seja f uma função de dominio R+ 


Sabe-se que lim Inx+ f(x) =] 
| X-—-+00 3x 


Qual das equações seguintes pode definir uma assintota do gráfico da função f ? 


(A) y=4x (8) y=2x (C) y=x (D) y=3x 


Funções | 6. Considere, para um certo número real a superiora 1, as funções f e g,de dominio R, definidas por 
exponenciais e | f(x)=a* e glx)=a* 


1.º derivada 


Considere as afirmações seguintes. 
I) Os gráficos das funções f e g não se intersectam. 


II) Asfunções f e g são monótonas crescentes. 


| m S(-D-g'(1)= 284 


Qual das opções seguintes é a correta? 


(A) II e III são verdadeiras. 


(B) I éfalsae III é verdadeira. 
(C) I é verdadeira e III é falsa. 


(D) II e III são falsas. 
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7. Na Figura 1, estão representadas, no plano complexo, as imagens geométricas de quatro números 
complexos: w1, W2, W3 e W4 


Figura 1 


Qual é o número complexo que, com n € N, pode ser igual a i8” xi87”-! + j8"-2 9 


(A) wi (B) w2 


(C) w3 (D) w4 


—ix z2 
8. Em C, conjunto dos números complexos, considere z=-8+6i e w= EA 


Seja @ um argumento do número complexo z 


Qual das opções seguintes é verdadeira? 


(A) w= 10cis(30 z 5) (B) w= 2eis(3a - al 
(C) w= lOcis(a 7) (D) w=2ois(a - 5) 
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GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


N.” complexos | 1. Em C, conjunto dos números complexos, considere zZ) = V2+2 cis 3 e m=l+i 


; Ze ; ; 
Potências e 1.1. Sabe-se que £l é uma raiz quarta de um certo número complexo w 
4 22 
raizes 


Determine w na forma algébrica, sem utilizar a calculadora. 


Operações 1.2. Seja z3=cisa 


Determine o valor de œ pertencente ao intervalo ]-27, — x[, sabendo que z3+2Z> é um número 
real. 


Probabilidades 2. Uma caixa contém apenas bolas brancas e bolas pretas, indistinguíveis ao tato. 


Todas as bolas estão numeradas com um único número natural. 


Sabe-se que: 
e duas bolas em cada cinco são pretas; 
e 20% das bolas pretas têm um número par; 


e 40% das bolas brancas têm um número impar. 


Probabilidade 2.1. Retira-se, ao acaso, uma bola dessa caixa. 
condicionada 


Determine a probabilidade de essa bola ser preta, sabendo que tem um número par. 


Apresente o resultado na forma de fração irredutível. 


Probabilidades 2.2. Admita agora que a caixa tem n bolas. 


Extraem-se, ao acaso, sucessivamente e sem reposição, duas bolas da caixa. 


Determine n, sabendo que a probabilidade de ambas as bolas serem brancas é igual a 5 
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3. Seja © o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Axiomática 


Sejam A e B dois acontecimentos (AC Q e BC O). 


Sabe-se que: 
e P(B)=4 
e P(AUB)= 2 
e P(A|B)=5 


Determine P(A) 


4. Considere a função f, de domínio R\{0}, definida por Funções 
= l se x< 0 
e** — | 
f(x) = 
x In(x) se x>0 


Resolva os itens 4.1. e 4.2., recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora. 
4.1. Estude a função f quanto à existência de assintotas verticais do seu gráfico. Assintotas 


4.2. Seja g a função, de domínio R”, definida por g(x) =f(x)—x + In2x 1.º derivada 


Estude a função g quanto à monotonia e quanto à existência de extremos relativos em ]0, e] 


Resolva o item 4.3., recorrendo à calculadora gráfica. 


4.3. Considere, num referencial o.n. xOy, a representação gráfica da função g, de dominio R$, definida | Resolução 
por g(x)=f(x)-x+ In?x gráfica 
Sabe-se que: 

e A éo ponto de coordenadas (2, 0) 
e B éo ponto de coordenadas (5, 0) 
e P é um ponto que se desloca ao longo do gráfico da função g 


Para cada posição do ponto P, considere o triângulo [4BP] 
Determine as abcissas dos pontos P para os quais a área do triângulo [4BP] é 1 


Na sua resposta, deve: 
e equacionar o problema; 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar as abcissas dos pontos P com arredondamento às centésimas. 
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5. Na Figura 2, está representada, num referencial ortogonal xOy, parte do gráfico de uma função polinomial 
f. degrau 3 


Figura 2 


Sabe-se que: 


e -1 e 2 são os únicos zeros da função f 


e g’, a primeira derivada de uma certa função g, tem domínio R e é definida por g(x)=f(x)xe* 


° dim [g(x)- 2] =0 


Apenas uma das opções seguintes pode representar a função g 
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Nota — Em cada uma das opções estão representadas parte do gráfico de uma função e, a tracejado, uma assintota 
desse gráfico. 


Elabore uma composição na qual: 
e identifique a opção que pode representar a função g 


e apresente as razões para rejeitar as restantes opções. 


Apresente três razões diferentes, uma por cada gráfico rejeitado. 
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Funções 6 
trignométricas e Z 
1.º derivada : 
Seja a um número real do dominio de g 


A reta tangente ao gráfico da função g no ponto de abcissa a é paralela à reta de equação y = 24] 


2 


Determine o valor de a, recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


Teoremade | 7. Considere, para um certo número real a positivo, uma função f, contínua, de domínio [—a, a] 


Bolzano Sabe-se que f(-a)= f(a) e fla) > f(0) 


Mostre que a condição f(x) = f(x+a) tem, pelo menos, uma solução em ]-a, 0[ 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
q =: E ER RR DDR E (8x 5:pontos):.. xa as. cecacemars eres 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
| [a NERDS RO E RSS ARS ASR SE SAE 4 UNE E SRD RES EAS 15 pontos 
(UE ARES RD SP RR RSRS RR ENE ous I E A aa 10 pontos 
2. 
r Aa PERESITENE OEE SOE sd ANSA RARE RPA E 15 pontos 
QD: OEE EEEE A AA L L A N EE A ET 15 pontos 
e E AEE AT E E E E E E aa scliae duets 15 pontos 
4. 
e a PO E E E E E E E E E N da dessa 15 pontos 
OD SD e ED A A E a A e 15 pontos 
BB PEEN ENEN AE EE R N E or rr ii 15 pontos 
E A T E T A A TE Ss 15 pontos 
E S E E DOR ETR E RA 15 pontos 
A TE E E E E E Ce 15 pontos 
160 pontos 
TOTA eee e aa A E EEE ERECAN 200 pontos 
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Resoluções pág. 301 


GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, selecione a única opção correta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 
e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Na Figura 1, está representado um tabuleiro quadrado dividido em dezasseis quadrados iguais, cujas 
linhas são A, B, C e D e cujas colunas são 1, 2, 3 e 4. O João tem doze discos, nove brancos 
e três pretos, só distinguíveis pela cor, que pretende colocar no tabuleiro, não mais do que um em cada 
quadrado. 


DV O WwW D> 


Figura 1 


De quantas maneiras diferentes pode o João colocar os doze discos nos dezasseis quadrados do tabuleiro? 


(A) '®C,2 (B) 19Cgx7C; (C) 19412 (D) 1649x 743 


2. Considere a linha do triângulo de Pascal em que o produto do segundo elemento pelo penúltimo elemento 
é 484. 


Qual é a probabilidade de escolher, ao acaso, um elemento dessa linha que seja superior a 1000? 


8 


15 6 17 
(A) 32 (B) + (O) 53 (D) + 


23 


3. Sejam a e b dois números reais tais que 1<a<b e logab =3 


P 3 
Qual é, para esses valores de a ede b, o valor de log, (a> x Vb) + a88? 


(A) 6+b (B) 8+b (C) 6 +a? (D) 8 +a? 
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ENUNCIADOS 


Teoremade | 4. Seja f uma função de domínio [-e, 1 | 
Bolzano 


Sabe-se que: 

e f é contínua no seu domínio; 

e f(-e)=1 

e f(1)=e 

Qual das afirmações seguintes é necessariamente verdadeira? 

(A) Aequação f(x)—1=0 tem pelo menos uma solução em Je, 1[ 
(B) A equação f(x) =e tem pelo menos uma solução em ke, 1[ 
(C) Aequação f(x) =0 tem pelo menos uma solução em ke, HM 


(D) Aequação f(x)= s tem pelo menos uma solução em |-e,1[ 


1.º derivada e . Sejam fe f”, de domínio R, a primeira derivada e a segunda derivada de uma função f, 
2.º derivada respetivamente. 


Sabe-se que: 
e a é um número real; 


e P éo ponto do gráfico de f de abcissa a 


e lim L(x)- Ha) _ 9 
x-a x—a 
e f"(a)=-2 


Qual das afirmações seguintes é necessariamente verdadeira? 


(A) a é um zero da função f 
(B) f(a) é um máximo relativo da função f 
(C) f(a) é um mínimo relativo da função f 


(D) P é ponto de inflexão do gráfico da função f 
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2.2 FASE, 2013 


Resoluções pág. 302 


6. NaFigura 2, está representada, num referencial ortogonal xOy, parte do grafico de uma função polinomial g, 1.º derivada 


de grau 3 


Figura 2 


Seja f uma função, de domínio R, que verifica a condição f(x)=g(x-3) 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função f’, primeira derivada 


da função f? 


(A) +» (B) y 
s4 
4T 
3 
a) 
i+ 
| z 
2 a0) | 3 5 67 
-14 
24 
-34 


t + 
2 0) 4 p 8 5 a E 
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7. Considere, em C, conjunto dos números complexos, z =2 + bi, com b<0 


Seja ae|o, 5 


Qual dos números complexos seguintes pode ser o conjugado de z ? 
(A) 3 cis(a) (B) 3cis(—a@) 


(C) 3cis(a) (D) 3 cis(-a) 


8. Considere,em C, conjunto dos números complexos, a condição 


a slz-3+il<3 A += arg(z—3+i)< 2m 


Considere como arg( z) a determinação que pertence ao intervalo [—7, z[ 


Qual das opções seguintes pode representar, no plano complexo, o conjunto de pontos definido pela 
condição dada? 


(A) (B) 
Im(z) 7 * Im(z) 


O Re(z) 
O Re(z) 


(C) (D) 


Im(z) Im(z) 


O Re(z) 


Re(z) 
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Resoluções pág. 304 2.4 FASE, 2013 


GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. Seja C o conjunto dos números complexos. N.º complexos 


1.1. Considere zı = Ere +i? e 22 = =2 Potências e 
ice raizes 
Determine, sem utilizar a calculadora, o menor numero natural n tal que (Z2)” é um número real 
negativo. 
1.2. Sejace[-7,7l Operações 


cos(mx- a)+i cos(5—a) 


Mostre que =cis(z- 24) 


cosa+isena 


2. Na Figura 3, está representado um dado cúbico, não equilibrado, com as faces numeradas de | a 3, em | Probabilidades 


que faces opostas têm o mesmo número. 


j 


Axiomática e 
probabilidade 
condicionada 


Figura 3 


Lança-se o dado uma única vez e observa-se o número da face voltada para cima. 
Sejam 4 e B os acontecimentos seguintes. 
A: «sair número ímpar» 


B: «sair número menor do que 3» 


Sabe-se que: 
e P(AUB)-P(ANB) =2 


2 
° P(B|A)=2 


Determine a probabilidade de sair o número 3 
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3. Numa conferência de imprensa, estiveram presentes 20 jornalistas. 


Distribuições de 3.1. Considere a experiência aleatória que consiste em escolher, ao acaso, um dos 20 jornalistas 
probabilidades presentes nessa conferência de imprensa. 


Seja X a variável aleatória «número de jornalistas do sexo feminino escolhidos». 


A tabela de distribuição de probabilidades da variável X é a seguinte. 


Considere agora a experiência aleatória que consiste em escolher, ao acaso, dois dos 20 jornalistas 
presentes nessa conferência de imprensa. 


Seja Y a variável aleatória «número de jornalistas do sexo feminino escolhidos». 


Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável Y 


Apresente as probabilidades na forma de fração. 


Combinatória 3.2. Considere o problema seguinte. 


«Admita que a conferência de imprensa se realiza numa sala, cujas cadeiras se encontram 
dispostas em cinco filas, cada uma com oito cadeiras. Todos os jornalistas se sentam, não mais do 
que um em cada cadeira, nas três primeiras filas. 


De quantas maneiras diferentes se podem sentar os 20 jornalistas, sabendo que as duas primeiras 
filas devem ficar totalmente ocupadas?» 


Apresentam-se, em seguida, duas respostas corretas. 


Resposta I) 2°Cy¢ x 16! x 844 Resposta II) 2049 x 1249 x 844 


Numa composição, apresente os raciocínios que conduzem a cada uma dessas respostas. 
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Resoluções pág. 308 2.2 FASE, 2013 


4. Considere a função f, de domínio R, definida por . Funções 


xert*4+2x se x< 1 
f(x) = 
1— /x +sen(x — 1) 


Ix se x>1 


Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


4.1. Averigue se a função f écontinuaem x=1 Continuidade 
4.2. Mostre que o gráfico da função f admite uma assíntota oblíqua quando x tende para —oo Assintotas 
5. Seja g uma função, de domínio R+, cuja derivada, g”, de dominio R*+, é dada por 2.º derivada 


g’(x) = In(e*+6e*+4x) 


Estude a função g quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à existência de pontos 
de inflexão, recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


6. Considere, num referencial o.n. xOy, a representação gráfica da função f, de domínio [-1,2], Resolução 
definida por f(x)=-x—3! +In(x’+1) o ponto A de coordenadas (2, 0) e um ponto P que se desloca gráfica 
ao longo do gráfico da função f 


Existe uma posição do ponto P para a qual a área do triângulo [AOP ] é mínima. 
Determine a área desse triângulo, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar o valor da área do triângulo [4OP] com arredondamento às centésimas. 
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7. Na Figura 4, estão representados, num referencial o.n. xOy, o triângulo [OAB] e areta r 


Figura 4 


Sabe-se que: 
e areta r é definida por x =—3 
e o ponto A pertence à reta 7 e tem ordenada positiva; 


e o ponto B é o simétrico do ponto A em relação ao eixo Ox 


e @ é a amplitude, em radianos, do ângulo cujo lado origem é o semieixo positivo Ox e cujo lado 
extremidade é a semirreta OA 


cel 


e afunção P, de dominio ls a|, é definida por P(x) =—6 1g x- £ 


7.1. Mostre que o perimetro do triângulo [OAB] é dado, em função de @, por P(a) 


7.2. Determine o declive da reta tangente ao gráfico da função P no ponto de abcissa oz, sem utilizar 
a calculadora. 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
a E- Ve sam dae eta E costes (8:5 pontos): niniin 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
VM ose eee tases tupac E E Guto pa EVaS Sia das E OT 15 pontos 
V2. serraria O rILTa Cas EPT aa AEE Tas ANNA onte nas E A REGATA SETENTA 6 15 pontos 
Dee EA ARAE RU RARA RADARES BG TAS SRD ORAS SARRO EAT 15 pontos 
3. 
Bait A A A P A A E eco E ion ng eira Taca 15 pontos 
3.2. era a AAEE A coin E abas 15 pontos 
4. 
C a Pa AE E A EAEAN E O T E oe 15 pontos 
e AEE EPEE EA EN E E O T, 15 pontos 
E AE A A E OR P A E as A PR PE RE 15 pontos 
A E A T E A E A O 15 pontos 
7. 
48 PENE E EE A E A T cee carer ee T, 15 pontos 
T AI A AEE OEE REETA E O E REINA FIRE UP PERDER ERES 10 pontos 
160 pontos 
TOTAL etrr a a E ens 200 pontos 
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Época Especial, 
2013 


Resoluções pág. 315 


GRUPO I 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, selecione a única opção correta. 


Escreva, na folha de respostas: 
e o número do item; 


e a letra que identifica a única opção escolhida. 


Não apresente cálculos, nem justificações. 


1. Seja 92 o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória, e sejam 4 e B dois 
acontecimentos (A CQ e BC O) 


Sabe-se que: 
e P(A)=0,3 
e P(ANB)=0,55 


e AeB são acontecimentos incompatíveis. 


Qual é o valor de P(ANB)? 


(A) 0,85 
(B) 0,25 
(C) 0,15 
(D) O 


2. As classificações obtidas pelos alunos de uma escola num teste de Português seguem, aproximadamente, 
uma distribuição normal, de valor médio 11,5 valores. Vai ser escolhido, ao acaso, um desses testes. 
Considere os acontecimentos seguintes. 


I. «a classificação do teste é superior a 12 valores» 
J: «a classificação do teste é superiora 16,5 valores» 


K: «a classificação do teste é inferior a 9 valores» 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


(A) PV) < P(K) < P(D 
(B) P(K) < P(D < PW) 
(C) PU) < P(K) < PV) 
(D) P(K) < PY) < PW) 


Probabilidades 


Axiomatica 


Distribuição 
normal 
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Combinatória | 3. Numa turma com 15 raparigas e 7 rapazes, vai ser formada uma comissão com 5 elementos. 
Pretende-se que essa comissão seja mista e que tenha mais raparigas do que rapazes. 


Quantas comissões diferentes se podem formar? 


(A 9434154, 
| (B) BC, x7C, +15C,x7 
| (C) 15C,x1C,x15C,x7 
(D) 2G x19C, 


Funções | 4. Seja f uma função cuja derivada, f’, de dominio R, é dada por f(x)=(4+x) 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 
1.º derivada e 


2.º derivada (A) O gráfico da função f tem a concavidade voltada para cima em R 


(B) A função f tem um máximo relativo em x = —4 
| (C) O gráfico da função f não tem pontos de inflexão. 


(D) O gráfico da função f tem um ponto de inflexão de coordenadas (-4, P (-4)) 
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Resoluções pág. 318 Época ESPECIAL, 2013 


5. Seja f uma função de dominio R Assintotas 
Sabe-se que: 
e lim f(x)=1 
X-++00 


e lim [f(x)+2x]=2 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função f ? 


(A) ré 


(C) (D) 


Nota — Em cada uma das opções estão representadas parte do gráfico de uma função e, a tracejado, assintotas 
desse gráfico. 
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6. Seja a um número real positivo. 


Considere o conjunto S = {x ER: In(e*-a)< 0) 
Qual dos conjuntos seguintes é o conjunto S? 

(A) ]-In(1 +a), —Inaf 

(B) [-In(l+a), -Ina[ 

(c) ]-œ, -In(1+a)] 


(D) [-1n(1 +a), +oo[ 


N.” complexos . Em C, conjunto dos números complexos, considere w = (1 + ios 


; ; 2 
Conjuntos e A qual dos conjuntos seguintes pertence w 7 


condições 

(A) (ze C:|z|>|z-1|) 
(B) (ze C: |z|<v2) 
(C) {zeC:z=7} 


(D) (ze C: Re(z) = Im(z)} 
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Resoluções pág. 320 Época ESPECIAL, 2013 


8. Na Figura 1, estão representadas, no plano complexo, as imagens geométricas dos números complexos: 
Z, 21, 22, 23 © Z4 


eZ 


Re(z) 


74 


23 


Figura 1 


Sabe-se que w é um número complexo talque z=ixw 


Qual é o número complexo que pode ser igual a w? 
(A) 24 
(B) 23 
(C) 22 


(D) zı 
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GRUPO II 


Na resposta a cada um dos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as 
justificações necessárias. 


Atenção: quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. Em C, conjunto dos números complexos, considere 


Z = e e z= VZcis( $) 
1+ 2icis( ŠE) 


1.1. Seja z=cis@, com 0 pertencente a [0,27[ 


Determine Q de modo que TA seja um número real negativo, sem utilizar a calculadora. 
2 


1.2. As imagens geométricas de z) e do seu conjugado, Z2, são vértices consecutivos de um polígono 
regular. Os vértices desse polígono são as imagens geométricas das raízes de índice n de um certo 
número complexo w 


Determine w na forma algébrica, sem utilizar a calculadora. 


Comece por calcular n 


2. Uma empresa produz apenas dois tipos de lâmpadas: lâmpadas fluorescentes e lâmpadas LED (Díodos 
Emissores de Luz). 


As lâmpadas de cada tipo podem ter a forma tubular ou ser compactas. 


Sabe-se que: 
e 55% das lâmpadas produzidas nessa empresa são fluorescentes; 
e das lâmpadas fluorescentes produzidas nessa empresa, 50% têm a forma tubular; 


e das lâmpadas LED produzidas nessa empresa, 90% são compactas. 


Determine a probabilidade de, ao escolher, ao acaso, uma lâmpada produzida nessa empresa, ela ser 
fluorescente, sabendo que tem a forma tubular. 


Apresente o resultado com arredondamento às centésimas. 


Resoluções pág. 324 Epoca ESPECIAL, 2013 


3. Num saco estão doze bolas, indistinguíveis ao tato, numeradas de 1 a 12. 


3.1. O João retira três bolas do saco, ao acaso, de uma só vez. Distribuições de 


probabilidades 
Seja X a variável aleatória «número de bolas retiradas com um número múltiplo de 5». 


Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável X 


Apresente as probabilidades na forma de fração. 


3.2. Considere agora o saco com a sua constituição inicial. Distribuição 


binomial 
O João retira, ao acaso, uma bola do saco, regista o número da bola retirada e repõe essa bola no 
saco. Em seguida, retira, ao acaso, uma segunda bola do saco, regista o número da bola retirada e 


repõe essa bola no saco, e assim sucessivamente, até registar uma série de 8 números. 
Considere a afirmação seguinte: 


«A probabilidade de o João registar exatamente 5 números que sejam múltiplos de 3 é dada 


5 3 
por (5) x E x êC 5, aplicando o modelo binomial. » 


Elabore uma composição na qual: 
e apresente um raciocínio que justifique a veracidade da afirmação; 


e refira as condições de aplicabilidade do modelo binomial. 


4. Considere a função f, de domínio ]0,z[, definida por f(x)=Inx+cosx-1 Funções 


Sabe-se que: Resolução 


e A é um ponto do gráfico de f gráfica 


e a reta tangente ao gráfico de f, no ponto A, tem inclinação Z radianos. 


4 


Determine a abcissa do ponto 4, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 
e equacionar o problema; 


e reproduzir o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de visualizar na 
calculadora, devidamente identificado(s), incluindo o referencial; 


e indicar a abcissa do ponto 4 com arredondamento às centésimas. 
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5. Considere, para um certo número real k positivo, a função f, de domínio R, definida por 


sex<0 


f(x) =4Ink sex =0 


zoh G: ) sex>0 


Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


Limites 5.1. Determine k de modo que lim f(x)=f(0) 
ara 
1.º derivada 5.2. Mostre que In (2) é um extremo relativo da função f no intervalo ]0, +oo[ 


Assintotas | 6. Considere duas funções g e h, de domínio R* 


Sabe-se que: 


e areta de equação y = 2x — 1 é assintota do gráfico da função g 
2 


1-[2(x) 


e afunção h é definida por h(x) = 


Mostre que o gráfico da função h tem uma assintota horizontal. 
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Resoluções pág. 329 


Epoca ESPECIAL, 2013 


7. Na Figura 2, estão representados a circunferência de centro no ponto C ederaio 1, a semirreta CB, 
areta AD eotriângulo [ACE] 


Figura 2 


Sabe-se que: 

e os pontos 4 e B pertencem à circunferência; 
e os pontos D e E pertencem à semirreta CB 
e areta AD é perpendicular à semirreta CB 


e oponto 4 desloca-se sobre a circunferência, e os pontos D e E acompanham esse movimento de 
modo que DE =6 


e x é a amplitude, em radianos, do ângulo ACB 


° xe .5| 


7.1. Mostre que a área do triângulo [ACE] é dada, em função de x, por f(x)=3 sen x+ + sen (2x) Funcões 


trigonométricas 


7.2. Mostre, sem resolver a equação, que f (x) =2 tem, pelo menos, uma solução em E A 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
URI: ER PERU ER E eee (8 X5: pontos). eiiis 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
MWe Mea eee Op EE ae ack O E RANA NG RO RR E ation eset 15 pontos 
f E PERES AE RR AR RN PERSAS SU RN RE DR 15 pontos 
P FROST CCT O poe PTET SA RAR DDR GO DS 15 pontos 
3. 
Dae shh SEN ENFES ANNA ASP q JRR E E PODER MAR NEER NA 15 pontos 
32 rare rena irao a ERARE 15 pontos 
FM PEN PTE SR Ras DDD SODA ERR DRESS DRA SAR ROAD RS RD RS 15 pontos 
5. 
[O RD E PRE ouster ode EEE A DERA ES RR ERA E 15 pontos 
[EP ARE AEE oca RARO ER DE AE EUR RAR ORAS NO SORA RS SEADE ERR 15 pontos 
Ce eR SRE RAT PEPE PTE TI PE PO OPENID ARE CTP AA GAR SAR RARE 15 pontos 
7. 
MOMO iccasnsueasinseheivusssscsecdovaustceduadaceavosdenctentecaseatanresdeuasndc¥atianatacnedskOeeteert 15 pontos 
VD ONNE A EEE V EA EAE O T TTA 10 pontos 
160 pontos 
TOTAL sininen aai 200 pontos 
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Resoluções pág. 331 


GRUPO I S 


Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opção correta. Escreva, na folha de respostas, o número do 
item e a letra que identifica a opção escolhida. 


1. Seja Q, conjunto finito, o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Probabilidades 


Sejam A e B dois acontecimentos (4A CQ e BC Q). 


Probabilidade 
3 condicionada e 
Sabe-se que: axiomática 
e P(4)=0,4 


e P(ANB)=0,2 


e P(B | 4) =0,8 


Qual é o valor de P(B)? 


(A) 0,28 
(B) 0,52 
(C) 0,68 
(D) 0,80 


2. Considere todos os números naturais de dez algarismos que se podem escrever com os algarismos de | Combinatória 
la9 


Quantos desses números têm exatamente seis algarismos 2? 


(A) 10Cg x 84 
(B) 19C6 x 8A, 
(C) 1046 x 844 
(D) 1046 x 84 
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3. Seja f a função, de dominio R*, definida por f(x)= et-3 
1 


Considere a sucessão de números reais (x,) tal que x, =—— 


vn 


Qual é o valor de lime? 
(A) -œ 

(B) -e 

(C) O 

(D) +00 


4. Considere, para um certo número real k, a função f, dedomínio R, definida por f(x)=ke*+x 


O teorema de Bolzano garante que a função f tem, pelo menos, um zero no intervalo Jo, 1[ 


A qual dos intervalos seguintes pode pertencer k ? 


m Je 
o Hd 


o 


o i- 
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5. Considere, para um certo número real a positivo, a função f, de dominio R*, definida por 


f(x)=a+ln (2) 


1.º derivada 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função f *, primeira derivada 
da função f ? 


(A) (B) 


(C) (D) 


6. Considere, num referencial o.n. Oxyz, o plano a, definido por 4x-z+1=0 Geometria 


Seja r uma reta perpendicular ao plano @ 


Equações de 


Qual das condições seguintes pode definir a reta r ? paço al 


(A) Į =y^z=-] 
(B) x=4Az=-1 
(C) x-3 = Ay=0 


(D) aa Sss hye] 
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7. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. xOy, uma circunferência de centro O e raio 1 


Figura 1 


Sabe-se que: 

e os pontos 4 e B pertencem à circunferência; 

e oponto 4 tem coordenadas (1,0) 

e os pontos B e C têm a mesma abcissa; 

e oponto C tem ordenada zero; 

e oponto D tem coordenadas (—-3,0) 

e æ é a amplitude, em radianos, do ângulo AOB, com a E€ Ser] 


Qual das expressões seguintes representa, em função de @, a área do triângulo [BCD ] ? 


(A) J (-3- sen a) cosa 
(B) + (-3+ sen æ) cosa 
(C) >(3+cosa) sena 


(D) E — cos g ) sen & 
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8. Na Figura 2, está representado, no plano complexo, um polígono regular [ABCDEF ] N.” complexos 


Potências e 
raizes 


Figura 2 


Os vértices desse polígono são as imagens geométricas das n raízes de índice n de um número 
complexo z 


O vértice C tem coordenadas (—-2y2 E 2/2) 


Qual dos números complexos seguintes tem por imagem geométrica o vértice E? 


(A) 2/2 cis( 177) 


(B) 4 cis( {77 


(C) 272 cis 


a. 


2 


) 
127) 


(D) 4 cis( 17 
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Demonstrações 


Probabilidades 


Combinatória 
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GRUPO II 


Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as justificações 
necessárias. 


Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. Seja C o conjunto dos números complexos. 


1.1. Considere z; = 


3 
Soe e »=cise, com a €(0, nl 


Determine os valores de œ, de modo que zZ; x (22) seja um número imaginário puro, sem utilizar 
a calculadora. 


1.2. Seja z um número complexo tal que |1 +z|* +|1—z|? <10 


Mostre que |z|<2 


2. Uma caixa tem nove bolas distinguíveis apenas pela cor: seis pretas, duas brancas e uma amarela. 


2.1. Considere a experiência aleatória que consiste em retirar dessa caixa, simultaneamente e ao acaso, 
três bolas. 
Determine a probabilidade de as bolas retiradas não terem todas a mesma cor. 


Apresente o resultado na forma de fração irredutível. 


2.2. Considere a caixa com a sua composição inicial. 


Considere agora a experiência aleatória que consiste em retirar dessa caixa uma bola de cada vez, 
ao acaso e sem reposição, até ser retirada uma bola preta. 


Seja X a variável aleatória «número de bolas retiradas dessa caixa». 


Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável X 


Apresente as probabilidades na forma de fração. 
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3. Na Figura 3, está representada uma planificação de um dado tetraédrico equilibrado, com as faces 
numeradas com os números -1, 1, 2 e 3 


Figura 3 


Considere a experiência aleatória que consiste em lançar esse dado duas vezes consecutivas e registar, 
após cada lançamento, o número inscrito na face voltada para baixo. 


Sejam 4 e B os acontecimentos seguintes. 
A: «o número registado no primeiro lançamento é negativo» 
B: «o produto dos números registados nos dois lançamentos é positivo» 


Elabore uma composição, na qual indique o valor de P(A | B), sem aplicar a fórmula da probabilidade 
condicionada. 


Na sua resposta, explique o significado de P(A | B) no contexto da situação descrita, explique o número 


de casos possíveis, explique o número de casos favoráveis e apresente o valor de P(A | B) 


Probabilidade 
condicionada 
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4. Na Figura 4, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [OABCDEFG], de aresta 3 


Figura 4 


Sabe-se que: 

e oponto A pertence ao semieixo positivo Ox 
e oponto C pertence ao semieixo negativo Oy 
e oponto D pertence ao semieixo positivo Oz 


e oponto H tem coordenadas (3, —2, 3) 


Seja œ a amplitude, em radianos, do ângulo AHC 


2 


Determine o valor exato de sen“a@, sem utilizar a calculadora. 
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5. Considere a função f, de domínio R, definida por Funções 


ex 4-3x411 
4-x 
f(x)= 


In(2e*-e*) se x>4 


Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


5.1. Averigue se afunção f é continua em x=4 | Continuidade 


| 
5.2. O gráfico da função f tem uma assíntota obliqua quando x tende para +oo, de equação | Assintotas 


y=x+b, com be R 


Determine b 


6. Seja f uma função cuja derivada f’, de domínio R, é dada por f(x)=x-—sen(2x) 


T 
feno] 
6.1. Determine o valor de lim SEO 1.º derivada 
x>L E 
2 


6.2. Estude o gráfico da função f, quanto ao sentido das concavidades e quanto à existência de pontos | 2.º derivada 


de inflexão em Hã ; q. recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


Na sua resposta, deve indicar o(s) intervalo(s) onde o gráfico da função f tem concavidade voltada 
para cima, o(s) intervalo(s) onde o gráfico da função f tem concavidade voltada para baixo e, caso 
existam, as abcissas dos pontos de inflexão do gráfico da função f 


137 


ENUNCIADOS 


PER 7. Considere a função f, de dominio ]-e?, +00], definida por f(x) =-In(x +e?) 
gráfica 


Na Figura 5, estão representados, num referencial o.n. xOy, parte do gráfico da função f e o 
triângulo [4BC] 


Figura 5 


Sabe-se que: 

e o ponto A tem coordenadas (0, —2) 

e oponto B pertence ao gráfico da função f e tem abcissa negativa; 
e oponto C pertence ao eixo Oy e tem ordenada igual à do ponto B 


e a área do triângulo [ABC] éiguala 8 


Determine a abcissa do ponto B, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 


— escrever uma expressão da área do triângulo [ABC ] em função da abcissa do ponto B 


equacionar o problema; 


reproduzir, num referencial, o gráfico da função ou os gráficos das funções visualizados, devidamente 
identificados; 


indicar a abcissa do ponto B com arredondamento às centésimas. 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
Aa Bs sos SOS ne arte e eine (8: X5 DOMOS) E Arrin t 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1. 
Wie E E MORRA SUNS RODA VER REDE EE E A RR ER PRN 15 pontos 
T2 cuncgvanausscouvotoncdaesdeusav accu a a rA ES N 15 pontos 
2. 
DW O E A E EA E E TE A E E LRN N N 15 pontos 
PAO E I I AET EOR SIAE EO E E NIA E ET 15 pontos 
E PAETAE E A O E ES A A 15 pontos 
PR E E A E E A N TE EE 15 pontos 
5. 
BM E EE EE E EA T E EE 15 pontos 
[367 EE EE EE A E E DDR DER RR CORE E 15 pontos 
6. 
[PS EEE AA RP RR E RAP estetonussees 10 pontos 
2 nok, RR SS A EAD NDRRDR IR RODES E PSOE DER TO RED 15 pontos 
Wie Redan E A ESPACE ra Db E ODE AR capa NUDE NEVER = Nida See E aD ado dada SO oa sea dam cen 15 pontos 
160 pontos 
TOTAIS he nha eal E, 200 pontos 
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GRUPO I SE aa 


Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opção correta. Escreva, na folha de respostas, o número do 
item e a letra que identifica a opção escolhida. 


1. Seja Q, conjunto finito, o espaço de resultados associado a uma experiência aleatória. Probabilidades 


Sejam A e B dois acontecimentos (ACQ e BC O). 


Axiomática 
Sabe-se que: 
e A e B são acontecimentos independentes; 
e P(A)=0,4 
e P(ANB)=0,48 
Qual é o valor de P(B)? 
(A) 0,08 (B) 0,12 (C) 0,2 (D) 0,6 
2. Na Figura 1, está representado, num referencial o.n. Oxyz, Combinatória 


um octaedro [ABCDEF], cujos vértices pertencem aos eixos 
coordenados. 


Escolhem-se, ao acaso, três vértices desse octaedro. 


Qual é a probabilidade de esses três vértices definirem um 
plano paralelo ao plano de equação z=5 ? 


(A) 5 


(B) 5 


Figura 1 


(C) = 


(D) + 


Binómio de 
Newton 


Funções 


Limite segundo 
Heine 


Continuidade 
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2 


10 
3. Um dos termos do desenvolvimento de E +x) , com x #0, não depende da variável x 


Qual é esse termo? 


(A) 10240 
(B) 8064 
(C) 1024 


(D) 252 


. Seja g uma função, de domínio |-oo, el , definida por g(x)=In(e-—x) 


n 
Considere a sucessão estritamente crescente de termo geral x, = (1 + L) 
Qual é o valor de lim g( xy)? 
(A) +oo 
(B) e 
(C) 1 


(D) —oo 


. Considere, para um certo número real k, a função f, contínua em E: al definida por 


cos x T T 
E se EE So 
pie 
F(x)= 
k-3 se x=% 


Qual é o valor de k? 
(A) 0 
(B) 1 
(C) 2 
(D) 4 
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6. Na Figura 2, está representada, num referencial ortogonal xOy, parte do gráfico da função g”, segunda | 2. derivada 
derivada de uma função g 


Figura 2 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função g? 


(A) (B) 

y » 
rd 
(C) K (D) y 
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Geometria | 7. Considere, num referencial o.n. Oxyz, o ponto A, de coordenadas (1,0, 3), eo plano œ, definido por 


| 3x+2y-4=0 
ie | Seja B um plano perpendicular ao plano œ e que passa pelo ponto 4 

| 

| Qual das condições seguintes pode definir o plano É ? 
(A) 3x+2y-3=0 

| (B) 2x-3y-z+1=0 

| (C) 2x- 3y+z=0 

| (D) 3x+2y=0 

| 

N. complexos 8. Na Figura 3, estão representadas, no plano complexo, duas Im (z) | 
| semirretas OA e OB e uma circunferência de centro C 
Conjuntos e erao BE F 
condições 

Sabe-se que: BS tc iA 


e O éaorigem do referencial; 


| e o ponto A é a imagem geométrica do complexo - A +2i E d > 
| Re(z) 
| e oponto B é a imagem geométrica do complexo — MS, 2i 


Figura 3 
e o ponto C é a imagem geométrica do complexo 2i 


Considere como arg( z) a determinação que pertence ao intervalo [-x, x 


Qual das condições seguintes define a região sombreada, excluindo a fronteira? 
(A) |2-2i]< 2/3. A a <arg(z)< 37 
(B) \z-2i|< 2/3. A T carg(z)< 22 

i 3 3 3 
| © \2-2i)> 2/3. A © <arg(z)< 22 
3 3 3 
3T 


(D) |2—2i|> 2/3. A i <arg(2)< 
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GRUPO II 


Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as justificações 
necessárias. 


Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. Seja C o conjunto dos números complexos. 


1.1. 


1.2. 


(z-iy* 


Considere z=2cis(£) ew= REF 


No plano complexo, seja O a origem do referencial. 


Seja 4 a imagem geométrica do número complexo z eseja B a imagem geométrica do número 
complexo w 


Determine a área do triângulo [40B], sem utilizar a calculadora. 


Seja a €]J0,7[ 


Resolva, em C, a equação z*-2cosaz+1=0 


Apresente as soluções, em função de @, na forma trigonométrica. 


2. Uma caixa tem seis bolas distinguíveis apenas pela cor: duas azuis e quatro pretas. 


2.1. 


2.2. 


Considere a experiência aleatória que consiste em retirar, ao acaso, uma a uma, sucessivamente e 
sem reposição, todas as bolas da caixa. À medida que são retiradas da caixa, as bolas são colocadas 
lado a lado, da esquerda para a direita. 


Determine a probabilidade de as duas bolas azuis ficarem uma ao lado da outra. 


Apresente o resultado na forma de fração irredutível. 


Considere a caixa com a sua composição inicial. 


Considere agora a experiência aleatória que consiste em retirar dessa caixa, simultaneamente e ao 
acaso, três bolas. 


Seja X a variável aleatória «número de bolas azuis que existem no conjunto das três bolas retiradas». 


Construa a tabela de distribuição de probabilidades da variável X 


Apresente as probabilidades na forma de fração. 


N.º: complexos 


Operações 


Equações 


Probabilidades 


Combinatória 


Distribuições de 
probabilidades 


145 


Geometria 


Produto escalar 


Funções | 


Assintotas 


Teorema de | 


Bolzano 


1.º derivada 


Funcões | 
trigonométricas | 
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3. Na Figura 4, está representado um pentágono regular [ABCDE] 


D 
Sabe-se que AB = 1 E c 
Mostre que AB.AD “| 2 sen? 5) 
| AD | 5 A B 
Nota: 4B . AD designa o produto escalar do vetor AB pelo vetor AD Figura 4 


4. Considere as funções f e g, de domínio |-oo, 0 [, definidas por 


In(—x 
f(x) =x 14/1802) ) e g(x)=-x+ f(x) 
Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


4.1. Estude a função f quanto à existência de assintotas do seu gráfico e, caso existam, indique as suas 
equações. 


4.2. Mostre que a condição f(x) =-—e tem, pelo menos, uma solução em J-e, —1[ 


4.3. Estude a função g quanto à monotonia e quanto à existência de extremos relativos. 


Na sua resposta, deve indicar o(s) intervalo(s) de monotonia e, caso existam, os valores de x para 
os quais a função g tem extremos relativos. 


5. Na Figura 5, estão representados uma circunferência de centro O e raio 2 eos pontos P, Q,R e S 


Sabe-se que: P 

e os pontos P, Q, R e S pertencem à circunferência; ' 

e [PR] é um diâmetro da circunferência; 

e PO=PS 

e æ éa amplitude, em radianos, do ângulo QPR 2 Le” j 
g El Figura 5 


e A(a) éa área do quadrilátero [PORS], em função de q 


Para um certo número real 0, com 0 € jo. al tem-se que tg@ = 2/2 


Determine o valor exato de A(@), recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


Comece por mostrar que A(a) = 16sena cos « 
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6. Considere, num referencial o.n. xOy, a representação gráfica da função f, de dominio [0, 10), definida 
por f(x)=-e2+x2+8, edois pontos A e B 


Sabe-se que: 
e oponto A é o ponto de intersecção do gráfico da função f com o eixo das ordenadas; 


e oponto B pertence ao gráfico da função f e tem abcissa positiva; 


e areta AB tem declive —2 
Determine a abcissa do ponto B, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 
— equacionar o problema; 


— reproduzir, num referencial, o gráfico da função ou os gráficos das funções que tiver necessidade de 
visualizar na calculadora, devidamente identificados; 


— indicar o valor da abcissa do ponto B com arredondamento às centésimas. 


7. Na Figura 6, está representada, num referencial o.n. xOy, parte do gráfico de uma função polinomial f, 
de grau 3 


Assintotas, 
1.º derivada e 
2.º derivada 


Sabe-se que: 

e -2 e 3 são os únicos zeros da função f 

e afunção f tem um extremo relativo em x =—2 

e h’, primeira derivada de uma função h, tem domínio R e é definida 


por h(x)= ie 


e lim h(x) =3 
X—+00 


Figura 6 


Considere as afirmações seguintes. 


1) Afunção h tem dois extremos relativos. 
ID hº(-2)=0 


HD y+3=0 é uma equação da assintota do gráfico da função h quando x tende para +oo 


Elabore uma composição, na qual indique, justificando, se cada uma das afirmações é verdadeira ou falsa. 


Na sua resposta, apresente três razões diferentes, uma para cada afirmação. 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
i leet: BE ssa menta (8 x 5 pontos)........................ 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
1: 
a RE RED AS RR A RR O RE PO E E EPA RES 15 pontos 
MEQ IR OUTRORA AOE PRA A A ESEA A DS FU DER DRE 15 pontos 
2: 
2: E EATE A E PRI EEE RECO RARE PRE ES ANDO EURO REC geet sccusvasgavesventidadtastveved 10 pontos 
DD ests coats eeteu TE nl rat amais 15 pontos 
E RR SR A OT E T SOR = END TE 15 pontos 
4. 
AT Peep RR RIR ae Svea Sen Seta e UR ARES RR UPAR 20 pontos 
OD PEA ENOTEN NE EREN PENE E AOE E AE PORN 10 pontos 
OB PE E E EAO NE E E EE E EE A O AE E A T 15 pontos 
EA A E E E E E E 15 pontos 
E AE E E E E 15 pontos 
NEE E E A S A A A E E 15 pontos 
160 pontos 
TOTAL i e een oeseri a cde 200 pontos 
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GRUPO I 


Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opção correta. Escreva, na folha de respostas, o número do 
item e a letra que identifica a opção escolhida. 


1. Considere todos os números impares com cinco algarismos. | Probabilidades 


Quantos desses números têm quatro algarismos pares e são superiores a 20 000 ? Feudo 
| Combinatória 


(A) 54 
(B) 55 
(C) 3x54 
(D) 4x54 


2. Considere a linha do triângulo de Pascal em que a soma dos dois primeiros elementos com os dois últimos | Triângulo de 
elementos é igual a 20 Pascal 


Escolhendo, ao acaso, um elemento dessa linha, qual é a probabilidade de ele ser par? 


(a) t 
(8) 2 
(o) 3 
(0) 4 
3. Seja f a função, de domínio R\{0}, definida por f(x) = = Funções 
Considere a sucessão de números reais (x,) talque x, = -Ł ico segundo 


Quai é o valor de lim f (x,) ? 


(A) —oo 
(B) O 
(C) 1 
(D) +00 
149 
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4. Na Figura 1, estão representadas, num referencial o.n. xOy, a circunferência de centro O eareta r 


Figura 1 


Sabe-se que: 
e os pontos A e B pertencem à circunferência; 
e oponto B tem coordenadas (0, 1) 


e areta r é tangente à circunferência no ponto B 


o ponto C é o ponto de intersecção da reta r com a semirreta OA 


e æ é a amplitude, em radianos, do ângulo AOB, com a E Jo. Al 


Qual das expressões seguintes representa, em função de @, a área da região a sombreado? 


seng- 4a 
(a) eS 


tga -a 
2 


tga 
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5. Seja f uma função de domínio ]-5, 5[ Duidorivada 
Sabe-se que o gráfico da função f tem exatamente dois pontos de inflexão. 
Em qual das opções seguintes pode estar representado o gráfico da função f ” segunda derivada da 


função f ? 


(A) (B) 


(C) (D) 


6. Seja f uma função de dominio R+ Assintotas 


A reta de equação y =2x-— 5 éassintota do gráfico da função f 


Qual é o valor de lim Fa) ? 
(A) 0 

(B) 2 

(C) 3 

(D) +00 
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| 
Geometria 7. Considere, num referencial o.n. Oxyz, o ponto 4, de coordenadas (2,0,3), eo plano œ, definido por 
| x=y=22=3 
| 
Equações de | Seja r a reta perpendicular ao plano œ que passa pelo ponto 4 


retas e planos | 
Qual das condições seguintes pode definir a reta r ? 


(A) x+2 =z+1 A y=0 


E, -x+5=y+3=ŽŁ3 
| (D) x-2 =-y=z-3 
| 


N.º complexos | 8. Na Figura 2, estão representadas, no plano complexo, as imagens geométricas de cinco números 
| complexos: W, Zi, Z}, Z3 € Z4 


Operações | 


| Im (z) | 


Z1 


| (0) Re (2) 


Z4 


Figura 2 


Qual é o número complexo que pode ser iguala -2iw? 


(A) z; 
| (B) z2 
| (C) z3 
(D) z4 
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GRUPO II 


Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as justificações 
necessárias. 


Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


1. Seja C o conjunto dos números complexos. N.” complexos 


Resolva os dois itens seguintes sem utilizar a calculadora. 


1.1. Considere zı =li- e z= cis(-Z) Operações 


Averigue se a imagem geométrica do complexo (2; ý x Z) pertence à bissetriz dos quadrantes 


impares. 
1.2. Considere o número complexo w = sen(20)+2i cos?@, com q E jo, z| Operações 
Escreva w na forma trigonométrica. 
2. De uma turma de 12.º ano, sabe-se que: Probabilidades 


e 60% dos alunos são rapazes; 
e 80% dos alunos estão inscritos no desporto escolar; 


e 20% dos rapazes não estão inscritos no desporto escolar. 


2.1. Determine a probabilidade de um aluno dessa turma, escolhido ao acaso, ser rapariga, sabendo que Probabilidade 
está inscrito no desporto escolar. condicionada 


Apresente o resultado na forma de fração irredutível. 


2.2. Considere agora que essa turma de 12.º ano tem 25 alunos. Combinatória 
Pretende-se escolher, ao acaso, três alunos dessa turma para a representarem num evento do 
desporto escolar. 
Determine a probabilidade de serem escolhidos, pelo menos, dois alunos que estão inscritos no 


desporto escolar. 


Apresente o resultado com arredondamento às centésimas. 
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3. Seja ©, conjunto finito, o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 


Sejam A e B dois acontecimentos (ACQ e BC). 


Sabe-se que: 
e Á e 4 são acontecimentos equiprováveis; 


e A e B são acontecimentos independentes. 


Mostre que 2P(AUB)=1+P(B) 


4. Na Figura 3, está representada, num referencial o.n. Oxyz, a pirâmide [ABCOD] 


Figura 3 


Sabe-se que: 

e oponto Á pertence ao semieixo positivo Ox 

e os pontos A e B têm igual abcissa; 

e oponto B pertence ao plano xOy e tem ordenada -3 
e oponto C pertence ao semieixo negativo Oy 

e oponto D pertence ao semieixo positivo Oz 

e areta AD é definida por 12.1 A y=0 
«ITD P=4 


Determine as coordenadas de um vetor normal ao plano que contém a face [BCD], recorrendo a 
métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 
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5. Considere, para um certo número real k, a função f, de dominio ]-oo, el, definida por 


x es se x <2 


T=, sen(2 — x) z 


2 se 2<x<e 
xº+x—6 


Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


5.1. 


5.2. 


6.1. 


6.2. 


Determine k, de modo que a função f seja contínua em x=2 


Estude a função f quanto à existência de assintota horizontal do seu gráfico e, caso exista, indique 
uma equação dessa assintota. 


Considere a função g, de domínio R+, definida por g(x) = i+Inx 


x2 


Estude a função g quanto à monotonia e quanto à existência de extremos relativos, recorrendo a 
métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


Na sua resposta, deve indicar o(s) intervalo(s) de monotonia e, caso existam, os valores de x para 
os quais a função g tem extremos relativos. 


Considere, num referencial o.n. xOy, a representação gráfica da função g, os pontos 4 e B, ea 
reta r de equação y= mx, com m<0 


Sabe-se que: 

e ospontos 4 e B pertencem ao gráfico da função g 

e a abcissa do ponto A éo zero da função g 

e oponto B é o ponto de intersecção da reta r com o gráfico da função g 


e a área do triângulo [OAB] éiguala 1 


Determine a abcissa do ponto B, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta, deve: 
— equacionar o problema; 


— reproduzir, num referencial, o gráfico da função ou os gráficos das funções visualizados, 
devidamente identificados; 


— indicar a abcissa do ponto 4 e a abcissa do ponto B com arredondamento às centésimas. 


Funções 


Continuidade 


Assintotas 


1.º derivada 


Resolução 
gráfica 
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7. Considere uma função f, de domínio R 


Sabe-se que: 
e a reta de equação x=0 é assintota do gráfico da função f 
f(-3) f(5) <0 

f(x+ a — f(x) 


e lim 


pm existe e é positivo, para qualquer número real x não nulo; 


° Jim (f(x)-2x) =0 


Considere as afirmações seguintes. 


I) O teorema de Bolzano permite garantir, no intervalo [-3, 5]; a existência de, pelo menos, um zero 
da função f 


II) O gráfico da função f admite uma assintota horizontal quando x tende para —oo 


II) A função f é crescente em ]0, +oo[ 


Elabore uma composição, na qual indique, justificando, se cada uma das afirmações é verdadeira ou falsa. 


Na sua resposta, apresente três razões diferentes, uma para cada afirmação. 


FIM 


Éroca ESPECIAL, 2014 


COTAÇÕES 

GRUPO I 
Va Been ANERE cans (8: SiPONtOS) or esse esihecdaccessee 40 pontos 

GRUPO II 
a A E E EE TE Cage sous E saias on nanand TT 15 pontos 
12 EEE E EP E A AAE ME A EA 15 pontos 
DEM E E A EA ETEA EEN AEEA E e E E E T 15 pontos 
V E PON EE A E E EO A E T 15 pontos 
Se A AE O DR ARE RR RS RR RR IO E UA RE RAR RA 10 pontos 
E DS DR OO PD RARA DSR O ARE ARDER E RD DOS E PER POUR NR ANP RPE 15 pontos 
E Pa PERNAS pre E EE RO RARE cer ety US ECT SEO AP PERES PRE ERR 15 pontos 
[7 E A I ESSE PO REP NO SOR essai ARE CU Sa NNE RE SE Pr E ahaa E 15 pontos 
e O a eee E RSRS RSS E RS RPE REGRAS PES SEDE PEDE EA PESE 15 pontos 
[5 AEE TES Res RS RAE DRA PUDE E DE EPT SENDA RARE OPS a PCR: 15 pontos 
E canna cep sadedel Sbecsvssehsie ison ervas nas cama nas ERANNAN Ta DESEN Dersa nasuiaa esp sddanançãa 15 pontos 

TOTAL 


40 pontos 


160 pontos 


200 pontos 
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Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opção correta. Escreva, na folha de respostas, o número do 
item e a letra que identifica a opção escolhida. 


1. 


N 


qo 


> 


. Seja Q, conjunto finito, o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. 


k 
. Qual das seguintes expressões é, para qualquer número real k, iguala log; (3) ? 


. Considere a função f, de dominio R+, definida por f(x) = 


GRUPO I 


Dois rapazes e quatro raparigas vão sentar-se num banco corrido com seis lugares. Probabilidades 


: . ; > 
De quantas maneiras o podem fazer, de modo que fique um rapaz em cada extremidade do banco? Combinato 


(A) 12 (B) 24 (C) 48 (D) 60 


Axiomática 
Sejam A e B dois acontecimentos (A C Q e B C Q). 


Sabe-se que: 
e P(A)=0,4 
e P(B)=0,7 


e P(AUB)=0,5 
Qual é o valor de P(AUB) ? 


(A) 0,6 (B) 0,7 (C) 0,8 (D) 0,9 

Funções 
k k = 

(A) 7 (B) k-2 (C) 9 (D) k-9 


l+Inx 
x 


Limite segundo 
Heine 


Considere a sucessão de termo geral u, = n? 


Qual é o valor de lim f(u,) ? 


(A) 0 (B) 1 (C) e (D) +00 


159 


Funções 
trigonométricas 


N.” complexos | 
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condições 
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5. Na Figura 1, está representado o círculo trigonométrico. 


6. 


Sabe-se que: 

e oponto 4 pertence ao primeiro quadrante e à circunferência; 
e o ponto B pertence ao eixo Ox 

e oponto C tem coordenadas (1, 0) 


e oponto D pertence a semirreta OA 


e os segmentos de reta [AB] e [DC] são paralelos ao eixo Oy 


Figura 1 


Seja @ a amplitude do ângulo COD E E Jo. S ) 


Qual das expressões seguintes dá a área do quadrilátero [ABCD], representado a sombreado, em 
função de q ? 


(A) ze sen (2a) 


2 


tga sen(20) 


sa eae 4 
(C) tga- sen (da) 
(0) tga- Sen (Za) 


Considere em C, conjunto dos números complexos, a condição 


lz+4-4i|=3 A Z <arg(z)< 32 


No plano complexo, esta condição define uma linha. 
Qual é o comprimento dessa linha? 


(A) 7 

(B) 2x 
(C) 3x 
(D) 4x 
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7. Na Figura 2, está representado, num referencial o.n. xOy, um triângulo equilátero [ ABC] Geometria 


y Equações de 
A retas e planos 
O| B Cake 
Figura 2 
Sabe-se que: 
e oponto A tem ordenada positiva; 
e ospontos B e C pertencem ao eixo Ox 
e oponto B tem abcissa 1 eo ponto C tem abcissa maior do que 1 
Qual é a equação reduzida da reta AB ? 
(A) y=V2x-V2 
(B) y=V2x4+V2 
(C) y= V3x+/3 
(D) y=/3x-V3 
8. Seja a um número real. Sucessões 
Considere a sucessão (4, ) definida por 
Sucessões 
u=a definidas por 
recorrência 


Uns] =—3U,+2, VnEN 


Qual é o terceiro termo desta sucessão? 


(A) 6a +4 
(B) 9a-4 
(C) 6a-4 
(D) 9a+4 
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GRUPO II 


Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as justificações 
necessárias. 


Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


= C ; , ; = —2+2i 19 
N.” complexos . Em ©, conjunto dos números complexos, considere z = ——=——— 
V2 cis6 
Operações Determine os valores de 0 pertencentes ao intervalo Jo, 2; para os quais z é um número imaginário 
puro. 
Na resolução deste item, não utilize a calculadora. 
Probabilidades . De uma empresa com sede em Coimbra, sabe-se que: 
e 60% dos funcionários residem fora de Coimbra; 
e os restantes funcionários residem em Coimbra. 
Probabilidade 2.1. Relativamente aos funcionários dessa empresa, sabe-se ainda que: 


condicionada ; ae ; 
e o número de homens é igual ao número de mulheres; 


e 30% dos homens residem fora de Coimbra. 


Escolhe-se, ao acaso, um funcionário dessa empresa. 
Qual é a probabilidade de o funcionário escolhido ser mulher, sabendo que reside em Coimbra? 


Apresente o resultado na forma de fração irredutível. 


Combinatória 2.2. Considere agora que a empresa tem oitenta funcionários. 
Escolhem-se, ao acaso, três funcionários dessa empresa. 


A probabilidade de, entre esses funcionários, haver no máximo dois a residir em Coimbra é igual a 


Elabore uma composição na qual explique a expressão apresentada. 


Na sua resposta: 
e enuncie a regra de Laplace; 
e explique o número de casos possíveis; 


e explique o número de casos favoráveis. 
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3. Na Figura 3, está representado um recipiente cheio de um líquido viscoso. P 


Tal como afigura ilustra, dentro do recipiente, presa à sua base, encontra-se 
uma esfera. Essa esfera está ligada a um ponto P por uma mola esticada. 


Num certo instante, a esfera é desprendida da base do recipiente e inicia 
um movimento vertical. Admita que, ¢ segundos após esse instante, a 
distância, em centímetros, do centro da esfera ao ponto P é dada por 


d(t)=10+(5-t)e 205! (¢>0) 


3.1. Sabe-se que a distância do ponto P à base do recipiente é 16 cm Função 
exponencial 
Determine o volume da esfera. 


Apresente o resultado em cm}, arredondado às centésimas. 


Figura 3 


3.2. Determine o instante em que a distância do centro da esfera ao ponto P é minima, recorrendo a | 1.*derivada 
métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


4. Seja f a função, de domínio IR, definida por 


se x < 


N 
Ey 

| 

= 
N|— 


(x+1)Inx se x24 


Resolva os itens 4.1. e 4.2. recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 
4.1. Averigue da existência de assintotas verticais do gráfico da função f Assintotas 


4.2. Estude a função f quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à existência de | 2.º derivada 


pontos de inflexão, no intervalo jh +oo| 


Na sua resposta, apresente: 

e o(s) intervalo(s) em que o gráfico de f tem concavidade voltada para baixo; 
e o(s) intervalo(s) em que o gráfico de f tem concavidade voltada para cima; 
e as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexão do gráfico de f 
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Resolução | 4.3. Mostre que a equação f(x) =3 é possível em ]l ; el e, utilizando a calculadora gráfica, determine 
gráfica | a única solução desta equação, neste intervalo, arredondada às centésimas. 

e Teorema 

de Bolzano | 


Na sua resposta: 


e recorra ao teorema de Bolzano para provar que a equação f(x)=3 tem, pelo menos, uma 
solução no intervalo ]1, el 


e reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) que visualizar na calculadora, 
devidamente identificado(s); 


e apresente a solução pedida. 


Geometria | 5. Considere, num referencial o.n. Oxyz, os pontos 4(0,0,2) e B(4,0,0) 


Equações de | 5.1. Considere o plano @ de equação x—2y+z+3=0 
retas e planos | 


Escreva uma equação do plano que passa no ponto A e é paralelo ao plano @ 


Lugares | 5.2. Determine uma equação cartesiana que defina a superfície esférica da qual o segmento de reta 
geométricos | [4B] é um diâmetro. 
Produto escalar 5.3. Seja P o ponto pertencente ao plano xOy tal que: 


e a sua abcissa é igual à abcissa do ponto B 
e a sua ordenada é positiva; 
e BAP=L 

3 


Determine a ordenada do ponto P 


Funções | 6. Sejam f e g as funções, de dominio R, definidas, respetivamente, por 


f(x)=1-cos(3x) e g(x)=sen(3x) 


1.º derivada | 
| E j ; T T 
Seja a um número real pertencente ao intervalo 3 2 


Considere as retas r e s tais que: 


e areta r é tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa a 
T 
6 


e areta s é tangente ao gráfico da função g no ponto de abcissa a + 


Sabe-se que as retas r e s são perpendiculares. 
Mostre que sen (3a) =- 


1 
3 


FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
ea Bites ER E RD AR RU A (8 x 5 pontos) <.0s.s2cn cece 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
EE T E EE E E RR A E 15 pontos 
2. 
P Aa A E E EET RR PORN PRI E A DER E ERR 15 pontos 
PAP aa a EREE ET ENE ES EEEE A E E E adiadas 15 pontos 
3. 
Be pics R E C A E E N E TA 10 pontos 
E PP A E EETA FA AAIE EE EA A EA E Da da 15 pontos 
4. 
BEN scious AE ree N A AET E A UE ERR E NT 15 pontos 
OD A a A EA A ORAR RR 15 pontos 
PP SAAE EEEIEE A EEE AE EIEE B RR RODEIO NA TR SN E 15 pontos 
5. 
SoU A IIINE A EN E T E EE EA A E E E O VA N 5 pontos 
D2 AORE I F OEE AE AE EN E ET T 10 pontos 
Ea RD DS DIR E E PRA ER 15 pontos 
a SED P Cera DES = PODER DD E URSS PETE ND IPO Pino ree ee ERT NOR eee 15 pontos 
160 pontos 
OTA ccd Sesh siso rara aa obganate red 200 pontos 
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Resoluções pág. 387 


GRUPO I 


Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opção correta. Escreva, na folha de respostas, o número do 
item e a letra que identifica a opção escolhida. 


1. Atabela de distribuição de probabilidades de uma certa variável aleatória X é 


(a designa um número real) 


Qual é o valor médio desta variável aleatória? 


(A) 2,1 (B) 2,2 (C) 2,3 (D) 2,4 


2. Um saco contém nove bolas indistinguíveis ao tato, numeradas de 1 a 9. As bolas numeradas de 1 a 5 sao 
pretas e as restantes são brancas. 


Retira-se, ao acaso, uma bola do saco e observa-se a sua cor e o seu número. 
Considere os seguintes acontecimentos, associados a esta experiência aleatória: 


A: «a bola retirada é preta» 


B: «o número da bola retirada é um número par» 


Qual é o valor da probabilidade condicionada P(A|B) ? 
2 1 3 D) 2 
(A) = (B) 5 (C) 5 (D) 4 
3. Para certos valores de a ede b (a>1 e b>1), tem-se log,a =} 
Qual é, para esses valores de a ede b, ovalor de log, (a2b) ? 


(a) 2 (8) É c) 2 D) 5 


Probabilidades 


Distribuições de 
probabilidades 


Probabilidade 
condicionada 


Funções 


Logaritmos 
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Continuidade | 4. Para um certo número real k, écontinuaem R a função f definida por 


2+erxtk se x <0 
f(x)= 
Zrt PR 


Qual é o valor de k? 


(A) O 
(B) 1 
(C) In2 
(D) In 3 


Funções | 5. Seja f a função, de domínio R, definida por f(x) =3sen?(x) 
trigonométricas 


e 2.º derivada Qual das expressões seguintes define a função f”, segunda derivada de f? 


(A) 6sen(2x) cos(x) 
(B) 6sen(x) cos (2x) 
(C) 6cos(2x) 
(D) 6sen(2x) 


N.º complexos | 6. Na Figura 1, está representado, no plano complexo, um triângulo equilatero [OAB] 


< Sabe-se que: 
Operações 
| e o ponto O é a origem do referencial; 
e oponto 4 pertence ao eixo real e tem abcissa igual a 1 


e o ponto B pertence ao quarto quadrante e é a imagem 
geométrica de um complexo z 


Qual das afirmações seguintes é verdadeira? 


(A) 2=v3 cis ILT 


AA D Wid B 


Figura 1 
(C) z=v3 cis $£ 


| (D) z= cis E 
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7. Considere, num referencial o.n. xOy, a circunferência definida pela equação Geometria 


2 
x +(y- 1) =2 
O y Equações de 
retas e lugares 
Esta circunferência intersecta o eixo Ox em dois pontos. Destes pontos, seja 4 o que tem abcissa geométricos 


positiva. 


Seja r a reta tangente à circunferência no ponto 4 


Qual é a equação reduzida da reta r ? 


(A) y=x+1 
(B) y=x-1 
(C) y=2x+2 
(D) y=2x-2 


8. Qual das expressões seguintes é termo geral de uma sucessão monótona e limitada? 


(A) (-1)” 
(B) (-1)".n 
c) -Ł 

n 


(D) 1+n? 
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GRUPO II 


Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as justificações 
necessárias. 


Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


N.º complexos | 1. Em C, conjunto dos números complexos, seja z; =———-— l+ = 
y 2 cis > 
12 
Potências e 
raizes Determine os números complexos z que são solução da equação z4 = Z}, sem utilizar a calculadora. 


Apresente esses números na forma trigonométrica. 


Funções 2. Um cubo encontra-se em movimento oscilatório provocado pela força elástica exercida por uma mola. 


A Figura 2 esquematiza esta situação. Nesta figura, os pontos O e 4 são pontos fixos. O ponto P 
representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirreta OA 


Figura 2 


Admita que não existe qualquer resistência ao movimento. 


Sabe-se que a distância, em metros, do ponto P ao ponto O é dada por 


Enade T 
d(t)=1+ ysen(xt+Z) 


Avariavel ¢ designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em que foi iniciada a 
contagem do tempo (t E [0, +oo[). 


Resolva os itens 2.1. e 2.2. sem recorrer à calculadora. 


Funções. 2.1. No instante em que se iniciou a contagem do tempo, o ponto P coincidia com o ponto A 
trigonométricas hae: i f 
Durante os primeiros três segundos do movimento, o ponto P passou pelo ponto 4 mais do que 
uma vez. 


Determine os instantes, diferentes do inicial, em que tal aconteceu. 


Apresente os valores exatos das soluções, em segundos. 


Teorema de 2.2. Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante, entre os 
Bolzano três segundos e os quatro segundos após o início da contagem do tempo, em que a distância do 
ponto P ao ponto O foiiguala 1,1 metros. 
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1+ xe* se x $3 


3. Seja f a função, de domínio R, definida por f(x) = 
f f In(x-3)-In(x) se x>3 


Resolva os itens 3.1., 3.2. e 3.3., recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


3.1. Estude a função f quanto à existência de assintotas horizontais do seu gráfico. Assintotas 


3.2. Resolva, em ]—-œ, 3], a condição f(x)-2x>1 Exponenciais 


Apresente o conjunto solução, usando a notação de intervalos de números reais. 


3.3. Determine a equação reduzida da reta tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa 4 1.º derivada 


| 


4. Seja f:R > R uma função tal que: 1.º derivada, 


2.º derivada e 


e f tem derivada finita em todos os pontos do seu domínio; continuidade 


e F(0)>0 
e f"(x)<0, para qualquer x E ]-o0, 0[ 


Nenhum dos gráficos a seguir apresentados é o gráfico da função f 


Gráfico A Gráfico B Gráfico C 


Elabore uma composição na qual apresente, para cada um dos gráficos, uma razão pela qual esse gráfico 
não pode ser o gráfico da função f 


5. Seja Q, conjunto finito, o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Probabilidades 


Sejam A e B dois acontecimentos (A CQ e BC Q), com P(A)#0 
Axiomatica 
Prove que P(AUB)-—1+4 P(B) = P(A) x P(BIA) 
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Equações de 
retas e planos 


Equações de 
retas e planos 


Produto escalar 
e resolução 
gráfica 


Probabilidades 


Combinatória 
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6. Na Figura 3, está representado, num referencial o.n. Oxyz, o poliedro 
[ NOPQRSTUV] que se pode decompor num cubo e numa pirâmide 
quadrangular regular. Sabe-se que: 


e o vértice P pertence ao eixo Ox 
e o vértice N pertence ao eixo Oy 
e o vértice T pertence ao eixo Oz 
e ovértice R tem coordenadas (2, 2,2) 


e oplano POV é definido pela equação 6x +z-12=0 


6.1. Determine as coordenadas do ponto V 


6.2. Escreva uma equação cartesiana do plano que passa no 
ponto P e é perpendicular à reta OR 


6.3. Seja A um ponto pertencente ao plano ORS 


Figura 3 


Sabe-se que: 
e oponto 4 tem cota igual ao cubo da abcissa; 


e os vetores OA e TQ são perpendiculares. 


Determine a abcissa do ponto Á, recorrendo à calculadora gráfica. 


Na sua resposta: 
e equacione o problema; 


e reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) que visualizar na calculadora e que 
lhe permite(m) resolver a equação, devidamente identificado(s) (sugere-se a utilização da janela 
de visualização em que x E [-4,4] e ye([-2,7]); 


e apresente a abcissa do ponto A arredondada às centésimas. 


6.4. Dispõe-se de sete cores diferentes, das quais uma é branca e outra é azul, para colorir as nove faces 
do poliedro [ NOPORSTUV]. Cada face vai ser colorida com uma única cor. 


Considere a experiência aleatória que consiste em colorir, ao acaso, as nove faces do poliedro, 
podendo cada face ser colorida por qualquer uma das sete cores. 


Determine a probabilidade de, no final da experiência, o poliedro ficar com exatamente duas faces 
brancas, ambas triangulares, exatamente duas faces azuis, ambas quadradas, e as restantes faces 
coloridas com cores todas diferentes. 


Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado às décimas de milésima. 


FIM 


2.2 FASE, 2015 


COTAÇÕES 

GRUPO I 
Tia BR o dis nani E jo a (8 x Sipontos) sees... eee ct 40 pontos 

GRUPO II 
STC ce TOTO ECO EEE OCTET COPE TOE eee 15 pontos 
DA. senti aan data ol R ita denied ao Lica caos 10 pontos 
AR RR O DR DR RARE DO A ERES DES NES A SRI RD RA 15 pontos 
K a a EE E sancnnade E E deste dna d pacas tas daemon an anda na 15 pontos 
DD aesnantar ato ENA RNI E E rodas ia Eras cias asda is isa guaicicendão 15 pontos 
e PE wea EEEE PRETE VA DR NE O E E ERR S 15 pontos 
DADE SR RED A Sate chavs panetenduteticendadaats «dastogsnvecasauccssuceanttesstetes 15 pontos 
PORRA PR DOR DN Bota pe REDE RO AO DRI TA eau’ DRA OCS RARO E CRER PE 15 pontos 
(Do [PRES ese i ap DE PR reel nor Oe fr NR RP RS CPR ER DO 5 pontos 
[7 Aga E EE PEE Es TA RUA A aT AS CUE ERP 10 pontos 
[oc MR EE DN ches E T UE RR Re PRE DRE ER PERO 15 pontos 
ee sr ake Ee acces UE READ D RN RR PS DEP dor a S PROP RTREO 15 pontos 

TOTAL. in assa Sees 


40 pontos 


160 pontos 


200 pontos 


Época Especial, 


2015 
Resoluções pág. 397 


GRUPO I 


Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opção correta. Escreva, na folha de respostas, o número do 
item e a letra que identifica a opção escolhida. 


1. Seja Q, conjunto finito, o espaço de resultados associado a uma certa experiência aleatória. Probabilidade 


Sejam A e B dois acontecimentos (A CQ e BC O). 


Probabilidade 
condicionada e 
Sabe-se que: axiomática 
e P(AUB)=0,7 
e P(B)=0,4 
e P(ANB)=0,2 
Qual é o valor de P(B| 4)? 
(A) 0,25 (B) 0,3 (C) 0,35 (D) 0,4 
2. Nove jovens, três rapazes e seis raparigas, vão dispor-se, lado a lado, para uma fotografia. Combinatória 
De quantas maneiras o podem fazer, de modo que os rapazes fiquem juntos? 
(A) 40 140 (B) 30240 (C) 20340 (D) 10440 
3. Seja a um número real. Funções 
Seja a função f, de dominio R+, definida por f(x) = eSlnx Funções 
Considere, num referencial o.n. xOy, o ponto P(2,8) ii és 


Sabe-se que o ponto P pertence ao gráfico de f 
Qual é o valor de a? 


(A) 1 (B) 2 (C) 3 (D) 4 
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2.º derivada 4. Na Figura 1, está representada, num referencial o.n. xOy, parte do gráfico de uma função polinomial f 


Figura 1 


Em qual das opções seguintes pode estar representada parte do gráfico da função f”, segunda derivada 
da função f ? 


(A) (B) 


(C) (D) 
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5. Seja f uma função de dominio R 1.º derivada 


Sabe-se que f(2)=6 ( f’ designa a derivada de f) 


Qual é o valor de lim ZONA) ? 
x-2 x*-2x 
(A) 3 (B) 4 (C) 5 (D) 6 


6. Na Figura 2, está representado, no plano complexo, um quadrado 
cujo centro coincide com a origem e em que cada lado é paralelo 
a um eixo. 


N.” complexos 


Conjuntos e 


Os vértices deste quadrado são as imagens geométricas dos condições 


complexos Zi, Z2, Z3 € 24 


Qual das afirmações seguintes é falsa? 


(A) |z3 -zı |=|z4- 22| 


(B) z +z4=2Re(z) 


Figura 2 


(c) E =z, 


(D) -2 = 22 


7. Os segmentos de reta [4B] e [BC] são lados consecutivos de um hexágono regular de perímetro 12 | Geometria 


Qual é o valor do produto escalar BA . BC ? Produto escalar 


(A) -3 
(B) -2 
(C) 2 
(D) 3 


8. De uma progressão geométrica (an). sabe-se que o terceiro termo é igual a l 


iguala 2 


e que o sexto termo é Sucessões 


Progressão 
Qual é o valor do vigésimo termo? geométrica 
(A) 8192 (B) 16384 
(C) 32 768 (D) 65536 
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N.º complexos 


Potências e 
raizes 


Geometria 


Equações de 
retas e planos 


Produto escalar 


Lugares 
geométricos 


GRUPO II 


Na resposta aos itens deste grupo, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e todas as justificações 
necessárias. 


Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação, apresente sempre o valor exato. 


8i 
6 
5) 


1. Em C, conjunto dos números complexos, seja zı = (1 + i) e a= 
cis(- 


Sabe-se que as imagens geométricas dos complexos Z} e Z} são vértices consecutivos de um polígono 
regular de n lados, com centro na origem do referencial. 


Determine, sem recorrer à calculadora, o valor de n 


2. Considere, num referencial o.n. Oxyz, o plano B definido pela condição 2x — y+z-4=0 


2.1. Considere o ponto P(—2,1,3a), sendo a um certo numero real. 


Sabe-se que a reta OP é perpendicular ao plano 8, sendo O a origem do referencial. 


Determine o valor de a 


2.2. Considere o ponto 4(1,2,3) 
Seja B o ponto de intersecção do plano 8 com o eixo Ox 


Seja C o simétrico do ponto B relativamente ao plano yOz 


Determine a amplitude do ângulo BAC 


Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades. 


2.3. Determine uma equação da superfície esférica de centro na origem do referencial, que é tangente ao 
plano B 


Na resolução deste item, tenha em conta que o raio relativo ao ponto de tangência é perpendicular 
ao plano É 


Resoluções pág. 404 Éroca ESPECIAL, 2015 


3. Um saco contém nove bolas numeradas de 1 a 9, indistinguíveis ao tato. 


3.1. 


3.2. 


Retiram-se, sucessivamente e ao acaso, três bolas do saco. As bolas são retiradas com reposição, 
isto é, repõe-se a primeira bola antes de se retirar a segunda e repõe-se a segunda bola antes de se 
retirar a terceira. 


Qual é a probabilidade de o produto dos números das três bolas retiradas ser iguala 2? 


Apresente o resultado na forma de fração irredutível. 


Considere agora a seguinte experiência aleatória: retiram-se, simultaneamente e ao acaso, duas 
bolas do saco, adicionam-se os respetivos números e colocam-se novamente as bolas no saco. 


Considere que esta experiência é repetida dez vezes. 
Seja X o número de vezes em que a soma obtida é igual a 7 
A variável aleatória X tem distribuição binomial, pelo que 
P(X=n)="C (5) (1) (ne (0,1,...,10)) 
PIO 12 di 


Elabore uma composição em que explique: 


e como se obtém o valor + (probabilidade de sucesso); 
11 


e o significado de 12" no contexto da situação descrita; 


e o significado da expressão 10C, , tendo em conta a sequência das dez repetições da experiência. 


4. Admita que, ao longo dos séculos XIX, XX e XXI, o número de habitantes, N, em milhões, de uma certa 
região do globo é dado aproximadamente por 


= 200 
“1+50e 025 VEM 


em que t é o tempo medido em décadas e em que o instante t = 0 corresponde ao final do ano 1800. 


441. 


4.2. 


Determine a taxa média de variação da função N no intervalo [10, 20] 
Apresente o resultado arredondado às unidades. 


Interprete o resultado, no contexto da situação descrita. 


50N y 
200- N 


Mostre que ¢ = In( 


Probabilidades 


Combinatória 


Distribuição 
binomial 


Funções 


Exponenciais 


Exponenciais e 
logaritmos 
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5. Seja f a função, de dominio R$, definida por f(x) =x? e!-* 


Resolva os itens 5.1. e 5.2. recorrendo a métodos analíticos, sem utilizar a calculadora. 


Assintotas | 5.1. Estude a função f quanto à existência de assintota horizontal. 


1.2 derivada 


5.2. Estude a função f quanto à monotonia e quanto à existência de extremos relativos. 


Resolução | 5.3. Considere, num referencial o.n. xOy, três pontos, 4, B e C, tais que: 
sae e os pontos Á e B pertencem ao gráfico da função f 

| e a abcissa do ponto B é maior do que a abcissa do ponto A 

e os pontos A e B têm a mesma ordenada, a qual é iguala 1,2 


e oponto C pertence ao eixo Ox e tem abcissa igual à do ponto B 


| Determine, recorrendo à calculadora gráfica, a área do quadrilátero [OABC], sendo O a origem 
| do referencial. 


Na sua resposta: 


reproduza, num referencial, o gráfico da função f no intervalo [0, 5] 


apresente o desenho do quadrilátero [OABC] 
— indique as abcissas dos pontos Á e B arredondadas às milésimas; 


— apresente a área do quadrilátero arredondada às centésimas. 


Funções | 6. Seja a um número real. 


trigonométricas | 
e 12 derivada | Considere a função f, de domínio R, definida por f(x)= asenx 
| 
| Seja r a reta tangente ao gráfico de f no ponto de abcissa 2z 
| Sabe-se que a inclinação da reta r é igual a = radianos. 
Determine o valor de a 
FIM 
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COTAÇÕES 
GRUPO I 
doa Bate senai See Aas. sr adandass (8 x-5:pontos)..2..s2saaLsaos cassetes 40 pontos 
40 pontos 
GRUPO II 
à PNR RE nRa A E PERO ED ONDE RED RARE o RR PRECO E 15 pontos 
2. 
24. usa nael aos aa a sendo a ii mame acct 5 pontos 
DD EE E R E TE beacon A RS pi Sai tosecslonsty 10 pontos 
PE, ERES Dos fis Re SR A ONDINA e E A RD RR GD PS A 15 pontos 
3. 
Bee Roni oe E ead sac E REG UR gas EE N ude RR DE OR 15 pontos 
É AEAII ET PAAA ERR ND SN SA RO RNA E RD O SONS E RR 15 pontos 
4. 
OW A ARO AR Rs N 10 pontos 
i E L E ro RS UR GS A A RN SA PE AAE E O 15 pontos 
5. 
E Pi PODRE A E A A N DAN AU O A ON 15 pontos 
r E E E A L CA A sia dani sós C e msi aca dados cabina sda nadas ss iam 15 pontos 
DIOS et sa pin eons Cl cado nao Ta as Ps Pees ds da DD E a a 15 pontos 
Do anveiiceri costs crates coe en siso aCaaa ene Ta E oss E Pause o UU apenas ad oras ai one dao 15 pontos 
160 pontos 
TOTAL ooa E 200 pontos 
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MG 


Resoluções 


GRUPO I 


Probabilidades 


Como A e B são acontecimentos incompatíveis, P(ANB) = 0 e P(AUB) = P(A) + P(B), 


Probabilidades 
ou seja, de acordo com os dados do enunciado, 70% = 30% + P(B) & P(B) = 40%. e axiomática 
Resposta correta: ( B ) 

Combinatória 
Como se trata de uma única ação de formação, podem selecionar-se aleatoriamente e. grupos 
de três trabalhadores, que são os casos possíveis. Como os três amigos constituem um único 

Pa MoA l 
grupo, a probabilidade solicitada é 10 
3 
Resposta correta: ( C ) 
Distribuições de 


Como se trata de uma distribuição de probabilidades, a soma das probabilidades tem que ser 1. pao 


E Ea 
Su sz so 2 
10 2 5 
© 3a = — - — — — 
10 10 10 
RE 
10 
1 
Sa=— 
10 
DeL 


Resposta correta: ( B ) 
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Funções 


2. derivada 


Assintotas 


Logaritmos 
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RESOLUÇÕES 


Como f é uma função afim, Fox) =0. 
Sabe-se que h”(x) = f”(x)+ (e*) =0 +e” = es 
Das quatro representações gráficas apresentadas, a única que pode representar uma parte do 


gráfico da função h” ( x) = e* éaopção A. 


Resposta correta: ( A ) 


Da observação da parte do gráfico da função f apresentada, e pelo facto de a reta de equação 


x = 1 ser assíntota do seu gráfico, podemos concluir que: 


lim f(x) = +% 
x> 
Logo 
m 3x = we) 2 3 =0 
x> f(x) lim f(x) +% 
x> 


Resposta correta: ( C ) 


A abcissa do ponto B é —1, pois: 


0 


In(x+2)=0 © x+2=e ex=1-2ex=-1 


Se considerarmos [OB] como a base do triangulo, temos que OB = 1, sendo a altura a medida 


correspondente à ordenada de A , isto é, 5 . Portanto, a área do triângulo é: 


Resposta correta: ( A ) 


1.2 FASE, 2010 


N.º complexos 
; ; ; TER n 

Um número complexo w é um imaginário puro se arg( w) mi +kr,keZ Qpersolies 

Logo z é um imaginário puro se: 

Z g=2,krhkeZo0=T-L+kr,keZ 

8 2 8. 2 

S0=-Żr+km keZ 
Para k = 1, PE 
8 

Resposta correta: ( D ) 
Conjuntos e 
condições 


Os números complexos das opções A e C não pertencem ao semiplano apresentado, porque as 
respetivas representações geométricas distam menos de 3 unidades da origem. Como o número 
complexo da opção D está sobre o eixo do imaginário, também não pertence ao semiplano 


apresentado. 


Como Re( 3V3eis( 2) = N5cos[ Z) = 343 x v3 = 3 x 3 = - temos que: 


2 2 
Re{ seis =) >3 


Resposta correta: ( B ) 


RESOLUÇÕES 


GRUPO II 
N.” complexos 
1.1. 
Potências e 7 
raizes = : 
ro 3-ix(z,) sti x (cist ] 3- ix(cisz) _ 3 
E z a Fi = Rea 
6+3i+2i+i? 6+5i-1 5+5i 2 
= ee eee =l+i 
4-i 5 5 


Determinemos 1 + i na forma trigonométrica: 


p= 1? +1? = J2 


Então, w=1+i= V2 cist 


Demonstrações 


LIA 
(eo(2) +2) + (sel G 


6 + scos 5 + 2sen( = 
7 7 


Como se queria demonstrar. 
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e tgð =1 e 0 e1°Q.,logo 0 = a (argumento positivo mínimo). 


x E 
“=loo(2) + isen( Z +2+i 


m 
cos (5 z) + scos( Z) + 4 + sen (5) + 2sen( Z) 
cos? 2 + sen? | Z + 4cos z) + 2sen( =) 
7 E 7 7 
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1.2 FASE, 2010 


Probabilidades 


2.1. 


Sejam os acontecimentos: 


Probabilidade 
condicionda 


A: “Ter computador portátil” 


B : “Não saber o nome do diretor” 


Sabemos que: P(A) = - ; P(B) = - e P(A|B) = a e pretendemos determinar P(A A B). 
Ora: 
P(ANB) ene ae. 
R fd) ANB) = P(B aee PAR DG ee 
P(4|B) P(B) eo P(AnB)=P(B)x P(A|B) & P(ANB) Fae 
Pelo que 
P(AnB) = P(AUB) =1- P(AUB) =1- (P(A) + P(B) - P(ANB))= 
Ç 1 1 6+15-5 16 14 7 
= — — + — —— =] — ——— = | =- — = — = — 
> 2 6 30 30 30 15 
2.2. Combinatória 


Número de alunos com computador portátil (CP): =x 150 = 30 e portanto 120 nao 


têm CP. 
Logo, a comissão será constituída por 4 dos 30 alunos com CP e 2 dos 120 sem CP, pelo que o 


número de comissões diferentes é dado por: 


30C} x OC, = 27405 x 7140 = 195671700 
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Probabilidades 


Probabilidades 
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RESOLUÇÕES 


Nesta experiência aleatória, todos os acontecimentos elementares são equiprováveis, pelo que se 
poderá utilizar a regra de Laplace, segundo a qual, para acontecimentos equiprováveis a 
probabilidade é calculada através do quociente do número de casos favoráveis pelo número de 
casos possíveis. 

Nesta experiência, retirar simultaneamente duas bolas do saco é o mesmo que retirar, 
sucessivamente, duas bolas do saco, sem reposição. 

Tratando-se de um saco que contém 18 bolas indistinguíveis ao tato, qualquer uma das 18 bolas 
poderá sair com qualquer uma das 17 restantes. Assim, o número de casos possíveis será igual a 
18x17. 

Para que possamos obter um par de bolas da mesma cor, teremos que retirar 2 bolas azuis ou 2 
bolas vermelhas. Para saírem 2 bolas azuis, teremos que tirar qualquer uma das 12 bolas azuis com 
qualquer uma das 11 restantes da mesma cor. Para saírem 2 bolas vermelhas, teremos que tirar 
qualquer uma das 6 bolas vermelhas com qualquer uma das 5 restantes da mesma cor. 

Assim, o número de casos favoráveis à saída de duas bolas da mesma cor será igual a 


2x11+6x5. 
Conclui-se, então, que a probabilidade de as duas bolas extraídas serem da mesma cor é igual a 


2x11+6x5 
18 x 17 i 


qm 
~ 

— 
Il 


Blog , (3t + i — Blog, (3t + 1)=8x 3 log 4 (3t + 1)- 8log a (3t + ns 


24log4(3t + 1) — 8log,(3t+1) = 1610g,(3t +1) 


Para qualquer t € [ 0,5 | , como Se queria demonstrar. 


1.2 FASE, 2010 


4.2. 


Logaritmos 
2400 = 24 centenas 
24 3 
N(t) =24 & 16 log 4 ( 3t + 1) = 24 & log 4 (3t + 1) = E eo log 4 ( 3¢ Er 1) = 5 5 
3 7 
© log,(3t+1)=42 653141 = J64 e 3t=8-1 et 7a 
1 
©t=2+- 
3 
1 . 
3 de hora corresponde a 20 minutos. 
Pelo que, para vender 2400 bilhetes, foram necessárias 2h e 20 minutos. 
Resolução 
gráfica 


Usando as capacidades gráficas da calculadora, obtemos o gráfico de f *(x) 


Da análise do gráfico podemos tirar as seguintes conclusões: 


A função f é decrescente em Jo; 0,57 [ e é crescente em ]0,57; 3[ 


f admite um minimo absoluto para x = 0,57. 
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RESOLUÇÕES 


Funções 


Assintotas Ee z z A E 
A existir uma assíntota oblíqua, esta terá que verificar-se quando x — —oo, uma vez que o 


domínio da função é |- 00,27 ] . Para que a reta de equação y = ax +b seja assíntota do gráfico 


de f , tem que verificar-se o seguinte: 
lim (f(x) - (ax +b))=0 

X——oo 

Como: 


lim (f(x)-(ax+b))= lim (ax+b+e*-ax-b)= lim e* =0 
x—— oo X—— oo X—— oo 


Como se queria demonstrar. 


Continuidade 


Para que a função f seja contínua em x = O, tem que verificar-se o seguinte: 
lim x)= lim x)= 0 
Jim f(x) = dim, f(x) = (0) 


li = li b+e)=ax0+b+el=b+1 | 
dim f(x) dim (ax + + e*) ax0+b+e + (1) 


f(0)=axo+b+el =b+1 (2) 

Rae im, ee Sore eae. pn o) 

x50+ x50* x x50* xX = =x0t x x—0* x 
Indeterminação do tipo 5 


Fazendo a mudança de variável: y = 2x & x = - e como x > O" então, y > 0*. 


Assim, 
ae sen(2x) | lim sen (y) _ 
x50* x yor Y 
2 
Lone ee (3) 
yo Y7 


limite notável 


De (1),(2) e (3) tem-se que: 
EEEN dos 
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7. Funções 
7.1. 
Es rae x ae : ae Hats Fungdes 
O triângulo [OAB] é retângulo em B porque o ângulo OAB é inscrito numa semicircunferência. trigonométricas 


O perímetro do triângulo é dado por: P = OA + OB + AB. 


Ora: 

OA = 2 

cosa = = © OB = 2 cosa 
sena = = & AB = 2sena 
Assim: 


fl a)= 2+ 2cosa + 2sena & fla) = 2(1 + cosa + sena ) 


Como se queria demonstrar. 


72: 1.º derivada 


Para determinar o maximizante da função, calcula-se o zero da função derivada. 


f'(a) = 2(-seng + cosa ) , para a e [o.5). 


Pelo que: 


f'(a) =0 2 ( -seng + cosa ) = 0 © -seng + cosa = 0 © cosa = sena 


m : m 
Atendendo a que & € Jo. al , temos que, necessariamente, @ = A 


AIA 


Logo, o valor de a, para o qual o perímetro do triângulo [OAB] é máximo, é 


FIM 
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2.º Fase, 
2010 


GRUPO I 


Probabilidades 


Como só existem bolas de dois tipos na caixa e a probabilidade de sair bola azul é — , existem 


Probabilidades 


N | = 


tantas bolas roxas quantas as azuis, que são 8. 


Resposta correta: ( C ) 


Combinatória 


Escolhendo três das cinco posições para colocar os algarismos 5 , temos C, hipóteses. 
Para as restantes duas posições podemos usar 4 algarismos, podendo fazê-lo com repetição, ou 


seja, 4 É hipóteses. Pelo que existem 5c 3 X 4? números nas condições do enunciado. 
Resposta correta: ( B ) 


Triângulo 
: “a E : : i. de Pascal 
Na linha do Triângulo de Pascal em causa, apenas os números reproduzidos no enunciado são 
inferiores ou iguais a 105 , pelo que nenhum dos restantes poderia ser parcela de uma soma com 
resultado 105. Dos números apresentados também não é possível somar dois deles com o 
resultado 105 , pelo que nenhum par de números desta linha do Triângulo de Pascal tem soma 


105 . Logo, o valor da probabilidade solicitada é O (zero). 


Resposta correta: ( D ) 


Limites 


lim (A(x)-2x)=0 & lim A(x)- lim (2x)=06 lim A(x)= lim (2x) © 


X—+00 X— +00 XS +00 XI +00 XI +00 


© lim A(x)=+0 
x +00 


Como a função h é par, lim h(x) = lim h(x) 
x+ XTR 


Ou seja, lim h(x) = +00 
x oo 


Resposta correta: ( A ) 
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RESOLUÇÕES 


Limite 
segundo Heine 


Como 


: + 
lim u, =0", 


n — +00 
im elun) = „im (I(un ))= m(0*) = -e 


Resposta correta: ( D ) 


1.º derivada 
Da observação do gráfico da função f’ , função derivada de f , conclui-se que no intervalo jo, a[ 


a função derivada é positiva. Logo, a função é crescente nesse intervalo. 


Resposta correta: ( C ) 


N.” complexos 


Como o vértice A é a representação geométrica de um número complexo de módulo 1,o mesmo 
Potências 


e raizes acontecerá com o número complexo representado geometricamente pelo vértice D. 


Como os argumentos dos números complexos representados por dois vértices consecutivos do 


5 à 2m 3 a , 
pentágono diferem de E , O argumento do número complexo representado pelo vértice D será 


Resposta correta: ( B ) 


Potências 


e raízes 
Como 


«(3x . 3m .( 182 f 3 
w= peis{ 22), w® = p® cis{ 6 x =) = p® is( E) = pô cis( 97) = pé cis 1 
Logo, a representação geométrica de w e pertence ao eixo real. 


Resposta correta: ( A ) 
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2. 


GRUPO II 
1. 
1.1. 
4 
a = ve is( 4 x z) = 4cis( 7) =-4 
= : Atxi ON co ke E E 
paa ee 
l Xl i = 
Determinemos 4 + 4i na forma trigonométrica: 
e p=447 +4? =4/2 
etg8@=1 e 0 e1°Q.,logo O = ç (argumento positivo mínimo). 
Então, w = 4 + 4i= 44 2 is (2) 
1.2. 


2 = Beie{ E) = VT (005 E + isen®) = JE x As JE x inasi 


Sejam os pontos A e B as imagens geométricas dos complexos Z} e Z3. 


Temos então que as suas coordenadas são: A( 1,1 ) e B( 3, 0) 


O raio da circunferência é AB = (3 — 1)? + (0 — 1)? =J4+1 = NES 


2 -3|= 5 


Assim, a condição pedida é 


a FASE, 2010 


N.” complexos 


Potências 
e raizes 


Conjuntos e 
condições 
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Probabilidades | 2. 


Distribuições de 
probabilidades 


Probabilidade | 2.2. 


condicionada 
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A variável aleatória X , tal como está definida, toma os valores -3,-2,-1,0 e 1. 


P( Ele ) representa a probabilidade de o ponto Q pertencer ao 3.º quadrante sabendo que o 


número saído no dado A é negativo. 

Ora, para que o ponto Q pertença ao 3.º quadrante, é necessário que tenha abcissa e ordenada 
negativas. Já sabemos que a sua abcissa é negativa, visto que o número saído no dado A é 
negativo. Então, basta agora que a sua ordenada seja também negativa. Assim sendo, para que 
isso aconteça, existe apenas um caso favorável entre seis possíveis: a saída da face —1 no 
dado B . Como todos os acontecimentos são equiprováveis, então, pela regra de Laplace, vem que 


P(L|J)==. 


4.2. 


__ 2.3 FASE, 2010 


P(AUB - P(A)+ P(B)- P(An P(ANB 
(425) _ Aala) - (A) JE (408) Era, 
P(A) + P(B)- P(ANB)-P(ANB) 
a P(B) = 
_ P(A) + P(B) - P(AMB) - (P(B) - P(ANB)) | 
P(B) E 
_ P(A) 
P(B)’ 


Como se queria demonstrar. 


Atendendo ao domínio da função, a existir assíntota oblíqua, ela verificar-se-á quando x— +o. 
Determinemos, se existir, o seu declive: 
l l 
( x) x nx x 


: : : : 1 
m = lim = lm =—— = lim 5 — lim =— 
x9+o xX X—+00 x x9+o X x9+o xX 5 


E a sua ordenada na origem, se existir: 
: i 1 1 : 
b= lim (f(x) - mr) = lim | =x- Inx- >x |= lim (-Inx) = -0 
xX +00 x +00 | 5 5 X+00 


Como b não é um número real, então o gráfico da função não admite assíntotas obliquas. 


Estudemos, no intervalo | 2,+ oo[ , a função derivada de f. 


Estudado o comportamento da função, podemos concluir que admite um mínimo para x = 5, 


queé f (5) = 1 — In5, pelo que f admite no intervalo ] 2,+ oe [ um extremo relativo, como se 


queria demonstrar. 


| Axiomática 


| Funções 


| Assintotas 


| 
| 1.2 derivada 


f 
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gráfica | 


Resolução | 4.3. 
| 
| 
| 


f(15) = 3 - nl5 
Utilizando as capacidades gráficas da calculadora, representemos graficamente a função f ea 


reta de equação y = 3 — Inl5. 


Determinando a intersecção da reta com o gráfico da função, obtemos as seguintes coordenadas 
de A ede B: A(0,50;0,29) e B(1,75;0,29). 

Determinando o mínimo da função no intervalo em causa, obtemos as coordenadas do ponto 
C(1,00;- 0,28). 

Temos então que a área do triângulo [ABC] é dada por: 


(1,75 - 0,50) x (3 — In(15) + 0,28) 


= 0,4 
2 


5.2. 


2.2 FASE, 2010 


Funções 


f é uma função contínua em R , por se tratar de soma e composição de funções contínuas; logo, | Teorema 
de Bolzano 


é também contínua no intervalo [-2 ,—l ] 3 


2x (-8) -1 


f(-2)=2+e = 2,000 


f(-1)=1+e 
Ora, f ( -1 ) SSS of ( - 2) ; logo, pelo teorema de Bolzano, há-de existir pelo menos um valor 
xi e ]-2,-1[ tal que f(x) = 1,5 . Ou seja, a equação f( x) = 1,5 tem pelo menos uma 


solução nesse intervalo. 


1.º derivada 
f(x) =-1 + outra 
f(0)=-1+0xel = -1 
f(0)=0 + e?*0 = et 


A reta tangente ao gráfico da função no ponto de abcissa zero tem declive f (0) = -1 e contém 


1 
o ponto de coordenadas [o oo ) . 
e 


1 
Logo, a sua equação reduzida é y = -x + —. 
e 
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Funções 
trigonométricas 


Funções 
trigonométricas 
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6.2. 


A altura do combustível no reservatório é dada por AC = OA - OC para 0 € | 0 z] e por 
Se m 
AC = OA + OC para oe |Z.. 
mT 
Para 0 € | 0, z| temos que: 


cos6 = ai & cos = 2 & 3cos@ = OC 
OB 3 
AC =3- OC =3- 3cos6 
T 
Para oe |Z af temos que: 


cos( 7 - 0) = Le. o cos( 7 — 0) = = o 3cos( x -6)=0C <> —3cos@ = OC 
OB 


AC =3+ OC =3- 3cos0 


Logo, em qualquer dos casos, a altura do combustível no reservatório é dada pela expressão 


3 — 3cos@ , ou seja, h( 6) = 3 — 3cos@ , como se queria demonstrar. 


h(0)=3 & 3- 3cos0 = 3 & —3cos0 = 0 é cos@ = 0 


Como 9ejo,z[.0=— 


m 
Quando a altura do combustível no depósito é 3, o ângulo AOB é ae Portanto, C=O,e0 


depósito está a metade da sua capacidade. 


FIM 


Época Especial, 


2010 


GRUPO I 


Os livros de Matemática podem estar arrumados juntos de 3! maneiras diferentes em cada uma 


das duas pontas da prateleira. Os restantes cinco livros podem estar arrumados de 5! maneiras 


diferentes. Assim, o número de maneiras diferentes de arrumar os oito livros, de modo que os 


livros de Matemática fiquem todos juntos numa das pontas, é: 2 x 3! x 5! = 1440. 


Resposta correta: ( D ) 


Como P(B)=0,3,então P(B) = 1 - 0,3 = 0,7 
Assim: 


P(A VU B)= P(A) + P(B) -P(A A B) = 0,4 + 0,7 - 0,3 = 0,8 


Resposta correta: ( D ) 


O número mínimo de perfumes de homens colocados na montra pode ser zero e o número máximo 


pode ser 3. Assim, os valores da variável X podem ser 0,1,2 e 3. 


5 
P( X = 0) = P( sair 6 perfumes de mulher ) -pÉ => 


P(X = 2) = P( sair 2 perfumes de homem e 4 de mulher ) = 


P( X = 3) = P( sair 3 perfumes de homem e 3 de mulher ) = 


Resposta correta: ( A ) 


Probabilidades 


Combinatória 


Probabilidades 


Distribuições de 
probabilidades 


RESOLUÇÕES 


Funções 


1 
Logaritmos f(x) = 2 e In(—3x) =2 e -3x =? © x = ce? 


Resposta correta: ( C ) 


Como y = —4 é uma assíntota do gráfico de h , pode-se concluir que: 
lim h(x) = —4 

XA +00 

Assim 


X— +00 h( x ) 


Resposta correta: ( B ) 


1.2 derivada 


Da observação de parte do gráfico da função derivada, f”, de uma função f , pode-se construir o 


seguinte quadro, que relaciona o sinal da função derivada com a monotonia da função. 


Assim, o único gráfico que respeita esta variação de monotonia é o da opção A. 
Resposta correta: ( A ) 


N.º complexos 


ix(z+z)=06ix(x+yi+x-yi)=062xi=06x=0 


Conjuntos e 
condições Logo, o conjunto A corresponde ao eixo imaginário. 


Resposta correta: ( B ) 
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Sendo z = pcis(6) temos que: 
2 i) ome : ; 37 
-iX2z= cis( E) x pcis(6) = peis( 9 + z) 
2 2 
Assim, o número complexo pedido terá o mesmo módulo de z e o argumento será adicionado de 
= radianos. 


O único ponto que poderá representar este número complexo é o ponto T . 


Resposta correta: ( D ) 
GRUPO II 


ls N.” complexos 
1.1. 


Potências e 


Determinemos —1 — i na forma trigonométrica: Pia 


ceia) = YZ 


II 
Er 
eN 
Q 
nA 
aa 
| 
Ala 
+ 
wa 
Ne 
ll 
a 
9 
> 
E 
| 
of 


Como se queria demonstrar. 
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Potênciase | 1.2. 
raizes 


m 
As raízes quartas de z = 16 is( z) são: 


T 
— + k27 
z, = Y16 cis BEF , (k=0,1,2, 3) 


AEN cg ef OEY, wf LIN... me it EM 
o= 2ei( Z); q = 2es( 22); a= 2eis| DE); zy = 2 cs =) 


As 4 raízes quartas de z têm como imagens geométricas os vértices de um quadrado centrado na 


origem do referencial. A diagonal desse quadrado mede 4 unidades. 
Assim, se considerarmos / o lado do quadrado, tem-se: 
12 +12 = 4? o 2? =60P=861=N8 


Logo, a área do quadrado: A = 1? =8 


Probabilidades 


Combinatória as a Mie Rigs > ; ER: 
Este problema pode-se resolver utilizando o acontecimento contrário, isto é, o número pedido é 


igual ao número total de grupos de 5 alunos que se podem formar, ao qual vamos subtrair o número 


de grupos formados só por rapazes e ainda o número de grupos formados só por raparigas. Assim: 


Número total de grupos possíveis de formar: Ei: 
Número total de grupos formados só por rapazes: ie 5 


; ; TO 
Numero total de grupos formados só por raparigas: C; 


Logo, o número pedido é: sic: -= Rios - fe = 74290 
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232. Probabilidade 


condicionada 
P( A|B)é a probabilidade de, dos 5 alunos escolhidos, 2 serem rapazes e 3 serem raparigas, 


sabendo que a Maria e o Manuel foram escolhidos. 

A probabilidade é determinada utilizando a regra de Laplace, segundo a qual, para acontecimentos 
equiprováveis a probabilidade é calculada através do quociente entre o número de casos favoráveis 
e o número de casos possíveis. 

Como o Manuel e a Maria já foram escolhidos, só serão escolhidos mais 3 alunos de entre os 25 
que restam, sendo um rapaz e duas raparigas. 


Assim, o número de casos possíveis é Bg 3» O número de formas diferentes de escolher 3 alunos 


de um grupo de 25. 
O número de casos favoráveis é dado pelo produto entre o número de formas de escolher um rapaz 
entre os 16 que sobram depois de ter sido escolhido o Manuel e o número de formas de escolher 


duas raparigas entre as 9 que sobram depois de ter sido escolhida a Maria. 


Assim, o número de casos favoráveis é: pile x ECs = 16x gor 


e a probabilidade é dada por: 


Probabilidade 
condicionada 
A probabilidade de pelo menos uma das amigas telefonar à sua mãe é dada por P ( AUB ) ; 
Como P( AUB) = P(A) + P(B) — P( ANB) e como A e B são independentes: 


P(ANB)=P(A)x P(B) 


P(AUB)=P(A)+ P(B)- P(A) x P(B)=0,7+0,8- 0,7 x 0,8 = 0,94 ,ou seja, 


P( AUB) = 94% 
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| 
| 
| 
| 
| 
| 


Funções 4. 
| Utilizando as capacidades gráficas da calculadora, representemos graficamente a função f ea 
Resolu 
ae reta de equação y = — x e determinemos as coordenadas dos pontos A e B. 
| 
| 
| 
E | | 
| | 
| : 
| ; 
| Como A(0,1) e B(0,536; — 0,536) a área do triângulo é dada por: 
b 
pKa = 1x 0,536 = 0,268 = 0,27 
| 2 2 
| 
Assintotas | 5. 


Para fazer esta demonstração, vamos determinar a assíntota oblíqua do gráfico da função g. 


Como y = 1 é a única assintota do gráfico de f , pode-se concluir que: 


lim AEE 

x +20 

m= lim g(x) = lim f(x)+* _ im Í (x) H)=qot=0+1= 
xO+o xX X—-+00 x X— +00 x +oo 


b= lim (g(x)-mx)= lim (f(x)+x-x)=1 


x +00 X—> +00 


Logo, a reta de equação y = x + 1 é a assíntota oblíqua do gráfico de g e é paralela à bissetriz 


dos quadrantes ímpares, pois tem o mesmo declive (m = 1) é 
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6. Funções 
6.1. 

Para que a função h seja contínua para x = O, tem que se verificar: Contra 

lim A = lim h = h(0 

Rad pg 

h(0) = In(0? +1)=0 

f ie 2 = 2 2 

lim h(x) = tim (x +1)=in(0 +1)=0 

2x xX x | x =] 

lim, A(x)= lim | É |= lim Daten AD lim dn) =e x1=1 

x30t x—0t x x0t x x50* x 

Como 

lim h + lim k 

0 (x) 150" So 

Pode-se concluir que a função h não é contínua para x=0. 
6.2. Exponenciais 

e logaritmos 
n(x)>h(-4) a x e ]-e,0) & n(x? + 1) > m((-4}? +1) a xe ]-e,0] 6 
e In(x? +1) > In(17) a x ]-~ 0] o x? +1>17 0 eee sO a x e ]-~0,0] © 
— 
Condição universal 

Sx? -16 >0 a xe ]-%,0] & 

© xe(]-=,-4]u[4,+%[) a xe )-00,0] e 

e xe]-o,-4] 

Conjunto solução: ]-o ,—4]. 
7. Funções 
7.1 


Funções 


A hora pedida, três da tarde, corresponde a t=15. trigonométricas 


Assim, 
P(15) = 200s = x 15 )+ 8 = 2eos{ ŽE ) + 8 = 2cos( =) +8=2x0+8=8 


A profundidade da água da marina às três horas da tarde desse dia é de 8 metros. 


209 


1.º derivada 


RESOLUÇÕES 


7.2. 


Calculando os zeros da função derivada: 


-Esen( 2] =0 8 sen( Zr) = 0 
3 6 6 


> = =kn,k eZ 
o t=6k,keZ 
Como rel0 , 24 Jos zeros da função derivada são: 0,6 ,12,18 e 24 


Determinando as imagens destes zeros na função P, 
T 
P(0)= 2eos( = x 0) + 8=10 
T 
P(6)= 2eos{ = x 6) +8=6 
T 
P(12) = 2eos( = x 12) + 8= 10 
P(18) = 2eos( = x 8) +8= 
m 
P(24) = 2eos{ E x 24 +8=10 


pode-se construir o seguinte quadro, que relaciona o sinal da função derivada com a monotonia da 


função: 


A profundidade mínima, em metros, da água da marina, nesse dia, é de 6 metros. 


FIM 


GRUPO I 


Como os acontecimentos são independentes a probabilidade de se verificar um acontecimento não 


se altera pela ocorrência, ou não, do outro, pelo que: 


P(B|A)= P(B) 


Resposta correta: ( D ) 


Como no código do autorrádio só podem existir exatamente dois algarismos iguais a 7, 
: 4 . f ; 
existem C, formas diferentes de colocar esses dois algarismos. 


Para as outras duas posições restam 9 algarismos que se podem repetir, ou seja, 9 x 9 hipóteses 


diferentes. 


Assim, o número de códigos diferentes é dado por: KeA x 9x 9=6x 81= 486 


Resposta correta: ( A ) 


Por definição de assíntota oblíqua, tem-se que: 


lim (g(x)-(2x-4))=0,ouseja, lim (g(x)-2x+4)=0 


X= +00 X— +00 


Resposta correta: ( C ) 


A função é contínua em todo o seu domínio exceto para x = 5, pois os limites laterais são 


diferentes. Fica assim excluída como hipótese de resposta a opção C. 
Analisando as imagens dos extremos dos intervalos das restantes opções, verifica-se que somente 


no intervalo ] 1,4 [ o produto dessas imagens é negativo. 
Ou seja, f(1) =-7, f(4) = e f(1) x f(4) < 0, pelo que f admite pelo menos um zero 


no intervalo ] 1,4 [ . 


Resposta correta: ( B ) 


Probabilidades 


| Axiomática e 
| probabilidade 


condicionada 


| Combinatória 


Funções 


Assintotas 


Teorema de 
Bolzano 
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Limites | 


Resposta correta: ( C ) 


1.º derivada 


Estudando, por observação do gráfico de f,o sinal de f’(0), f(6) e f'(-3), tem-se que 
flo) < 0, f(6)>0e f(-3) >0. 


A afirmação verdadeira é f’(0) x f(6) <0. 
Resposta correta: ( D ) 


N.º complexos | 


n n n 
pt get? (a4) + (at) xp (6!) xi areas (-1) = 8. 


Operações | 


A A ree , 1 E 
O módulo do número complexo i é 1 e o seu argumento é z ; logo, o número complexo que lhe 


corresponde é Z,. 
Resposta correta: ( B ) 


Conjuntos e 
condições 


Pee P eas 5 T 
Como A e B são representações geométricas de raízes de índice 5 do número complexo 32 Cs é 
então o raio do sector circular é 5 32 = 2 e a amplitude do ângulo compreendido entre duas raízes 


: IOI 
consecutivas de índice 5 de um número complexo é > : 


27 
Ps epee 


2 
: E ; $ 5 4n 
Assim, a area do sector circular é: ne = 5 . 
Resposta correta: ( B ) 
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GRUPO II 


1. N.º complexos 
1.1. 

Se zy é raiz do polinómio, então, aplicando a regra de Ruffini, vem: Eoso 

Assim, z? ~ 2? + 162 - 16 = (z - 1)(z? +16) 

As restantes raízes do polinómio poderão obter-se através da resolução da seguinte equação: 

z? +16 =0 & 2 = -16 & 27=+/-16 o z=+/l6i027=+4i 

Na forma trigonométrica: 

m m 
z = 4cis| -> | v z = 4cis| — 
[Ea eso] 

1.2. Operações 


Z} = Si = seis( = | 


[7 UARN cas AN Aa n = Scis| 20% + nx 
E Pd a cod | ai rr = Scis a ay = 5cis E 


Para z) X z3 pertencer ao terceiro quadrante e à bissetriz dos quadrantes ímpares, tem que se 


verificar: 


=. nx = 2n + 2km ke Ze 20x + nx = 507 + 80kz,k e Z 


& nx = 307 + 80ktx,keZ 


a 30x + 80km 
= n , 


ke Z 


= n = 30 + 80k,k EZ 


Para k = O,vem n = 30. 
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Probabilidades 


Distribuição 


binomial Seja X a variável aleatória correspondente ao número de jovens que pagam com multibanco. 


Recorrendo ao modelo da distribuição binomial temos que: 


P(X = 6) = Cy x 0,66 x 0,4? = 0,25 


Probabilidade 
condicionada 


Sejam os acontecimentos: 
B : “o destino da viagem é Berlim” 


A: “o passageiro segue viagem” 


Como P(A|B) = 0,05 então P(ANB) = 0,05 x 0,3 = 0,015 


Como P( A|B ) = 0,92 então P(BNA) = 0,92 x 0,7 = 0,644 


Esquematizando na tabela seguinte os resultados fornecidos e os obtidos, temos: 


Assim, 


P(A) = P( BAA) + P(BOA) = 0,015 + 0,056 = 0,071 


Probabilidades 


Axiomatica P(BIA) >1 -LEP o Ao, Pla) (1) 
Como P(A) > 0,então de (1) vem que: 
P(BnA)>P(A)-1+ P(B) o 1>P(A)+P(B)- P(BnA) 
© 12 P(BUA) 
o P(BUA) <1 


o que se verifica ser uma proposição verdadeira, na axiomática de Kolmogorov, quaisquer que 
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4. Funções 
Comecemos por calcular T'(t) 
1.º derivada 
T'(t) = 0,28 x e + oe? x (-0,15e°% ) = 
SO eet res ONO] gs cee ce 


= eso 2 0,01527 ) 


Calculando os zeros da derivada: 


T(t) = 0  e5!( 0,27 - 001512) = 065 0,2r - 0,01517 = 0 & 


o t( 0,2 - 0,015t) = 0 & t= 0 v 0,2 — 0,015t = 0 & 


40 39 1 1 
— =D +2 -=134+- 
3 3 3 3 
1 

— x 60 = 20 

3 


A temperatura máxima foi atingida às 13 horas e 20 minutos. 
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12derivadae 5. 
assintotas | 
| 5.1. 


| lim f(x) = lim (2+"*)- lim (2+ "*)- lim (2}+ lim (==)- 


| Assim, verificamos que y = O é assíntota do gráfico de f . 
| Como e > 1, basta determinar f’(x) para x > 1 


| ET eee er 
E x —1 — lnx 
f'(x) = — ~ = —— 


x x 


| 
| 
| 
| | | o ne 
| O declive da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abcissa e será m= ——>. 
| e 


+ 
Como o ponto de tangência pertence ao gráfico de f ,vem: f ( e ) = al gs 
e e 


2 3 
Assim, substituindo na equação da reta y = —-—sx + b, as coordenadas do ponto (e ; 3) ; 
e e 


temos: 


= > : 2 5 
A equação da reta tangente ao gráfico no ponto de abcissa e será: y = - 5 xX + — 
e e 


As coordenadas do ponto P serão determinadas a partir da seguinte condição: 


2 5 2 5 5 e? 5 
-51 +- =0 OG -531 EH -- Ox E--X| -5 |&x=35e 
e e e e e 2 2 


Assim, as coordenadas do ponto P são: & 30 
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Resolução 
gráfica 


Para determinar os pontos cujas ordenadas, no gráfico de f , são o cubo das abcissas, temos que 
E _ 3 

resolver a equação f ( x ) =x 

Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, representamos, numa janela adequada, as 


X $ 3 
curvas correspondentes à função f ea y = x`. 


ai Q(1,22;1,80) 


P(—1, 12;-1, 41 


As soluções da equação f ( x) =x? são, aproximadamente, —1,12 e 1,22. 


As coordenadas dos pontos são: P(-1,12;-1,41) e Q(1,22;1,80). 
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RESOLUÇÕES 


6. 
Funcões | 6.1 
A área do trapézio é determinada a partir da seguinte fórmula: 
Área = E x DC 
2 
; Ra: $ ane 
Como a abcissa do ponto D é “| , então temos que CB = = 
f(x)=0 & 4cos(2x)=0 & cos(2x)=0 © 2x = 3 +kr,keZ eo 
SS Ee ei 
4 2 
Para k = O, temos que x = 7 
Assim, AD = Z Ga = am 
4 6 12 
1 
1(-5) = eos 2 x (-2) = 4cos[ -7 = 4cos— = == 
6 3 cos 3 4 x 2 2 
Logo, CD = 2 
A área do trapézio será: 
Sem 
í 12 6 STE 2 IN 
Area = = — — = a. 
2 12 12 12 
Funcões | 6.2. 
e derivadas Determinemos a expressão da primeira e segunda derivada da função f : 
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f(x) = (4cos( 2x ) = (4 x (2x) x (-sen( 2))) = (4 x 2x (-sen( 2x ))) = — 8sen( 2x ) 


f” (x)=(-8sen(2x)) =( -8 x ( 2) x (cos(2x))) = (-8 x2 x (cos(2x))) =-16cos(2x) 
Assim, 
f(x) + f(x) + f”(x)= 4cos(2x) - 8sen( 2x) — 16cos( 2x )= 

= —12cos(2x) — 8sen( 2x) = 


= -4(3cos( 2x ) + 2sen(2x)) 


Como se queria demonstrar. 


1.2 FASE, 2011 


Continuidade e 
y 2.º derivada 
O gráfico III representa a função f. 

O gráfico I não pode representar a função f porque não tem os sentidos de concavidade de 


acordo com os determinados na tabela abaixo. 
f"(x) = 0 © g(x) x(x? -5x +4) =0 g(x) =0v x? -5x+4=0 


Como g(x) > 0, Vx e R,entio x =1Vx=4 


O gráfico II não pode representar a função f porque f ( 1 ) x f ( 4 ) < 0,0 que contradiz um dos 


pressupostos do enunciado. 


O gráfico IV não pode representar a função f porque apresenta um ponto de descontinuidade, o 


que não se pode verificar pelo facto de f” ser finita em todos os pontos do seu domínio. 


FIM 
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2.º Fase, 
2011 


GRUPO I 


Probabilidades 


Se se retiram, ao acaso e simultaneamente, 4 caixas do lote constituído por 30 caixas, o número de 


30 Combinatória 

casos possíveis é dado por ` C 4 - O número de casos em que as caixas retiradas são todas do 
medicamento Y , casos favoráveis, é 26 4 - Pela regra de Laplace, a probabilidade pedida é 
20 
mo 

C4 
Resposta correta: ( B ) 

Distribuições de 


; robabilidades 
Atendendo aos dados fornecidos, temos que: k 


P(X <1)=3P(X=5)& P(X=0)+P(X=1)=3P(Xx=5)e 


A E E E PE EE 
10 10 10 
Como 2a + a + b + b + b + == 1, vem que: 
E ao T EE ao E E E ee 
10 10 10 10 10 5 


Resposta correta: ( D ) 


Distribuição 

CRS AR ID re normal 
A distribuição de probabilidades de X, 
por ser normal, é simétrica em relação 


ao seu valor médio, que é zero. Então, 


P(X <a)= P(X 2-a). 


Resposta correta: ( B ) 


Funções | 


2. derivada | 


Continuidade | 


Funcões | 


trigonométricas 


RES@LUCOES 


4. 


5. 


6. 


Os gráficos das funções apresentadas nas opções (A) e (B) são parábolas cujo vértice está sobre o 
eixo das abcissas, ou seja, ambas têm um zero, mas que não está associado a uma mudança de 
sinal. Assim, cada uma destas funções é a segunda derivada de uma função sem pontos de 
inflexão, e pela observação do gráfico podemos constatar que a função f tem dois pontos de 
inflexão, pelo que nenhuma destas opções é a correta. 

O gráfico da função da opção (C), é uma parábola com dois zeros simétricos, e por isso coerente 
com os pontos de inflexão observados no gráfico de f . No entanto, nesta opção f” é negativa 
quando o gráfico de f tem a concavidade voltada para cima, e é positiva quando o gráfico de f 


tem a concavidade voltada para baixo, pelo que esta também não é a opção correta. Logo, a opção 


correta é a D. 


Resposta correta: ( D ) 


Por hipótese, como a função g é contínua em R, em particular é contínua em x = 0, ou seja, 


verifica a condição lim g(x)= lim g(x)=g(0). 
x507 x50* 


lim g(x) = lim ( =*}- L lim (=)= i x<h= 2 
x50* x50t À 3x 3 x50+ x 3 3 


lim g(x) = lim In(k — x) = Ink 


x07 x0 
g(0) = Ink 
1 1 
Assim, Ink = = 6» k =e? 6» k = fe 


Resposta correta: ( A ) 


Como EOA = DOB , por serem 4ngulos verticalmente opostos, EAO = DBO, por serem 
ângulos de lados diretamente paralelos, e OA = OB (raios), concluímos que os triângulos [OEA] 
e [ODB] são geometricamente iguais (critério ALA). 

Como OA = 1, OE = sen@ e EA = cos6. 

Assim, o perímetro da região sombreada é: 


Perímetro = 2( AO + EA + OE ) = 2(1 + cos + sen@ ). 


Resposta correta: ( C ) 


2.2 FASE, 2011 


| 
J: | N.º complexos 
Seja z, 0 complexo cujo afixo é o ponto A, z4 = p4cis0,, então 
| 
| 


2) Conjuntos e 
zy =|-"3+il=)(-03) +1? =2. condições 
Sendo 04 = arg(- V3 + i) , temos: 

1 V3 m St 

tg0, = -— = -— ^ 0, € 2ºQ. pelo que, 9, =a -—=—. 

gO, NE 3 A Q. pelo que, 0, E Fe 
Seja zg o complexo cujo afixo é o ponto B, Zg = 2cis7. 
A região sombreada, incluindo a fronteira, é definida pela condição: 

Sa 
|z| <21 argzą < arg(z) < argZg © |z| £2 Pa < arg(z) <x 
Resposta correta: ( B ) 
8 Operações 


Im(z, + A = Im(z3) * 0 e Im(z¢} < O pelo que a soma de z, com z, só pode ser z,. 


A multiplicação de z} por i produz uma rotação de 90º, no sentido positivo, do afixo de 23, 


conduzindo-nos a Z5. 


Resposta correta: ( C ) 
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RESOLUÇÕES 


GRUPO II 


N.º complexos 


Opera: 
ja E a) ea a ese > (1+2i)xi?-b _ (14+2i)x(-i)-b_ 
nes E Da oe T 
i cis( $2] a{-2- Si) 

Ee eS Cae ed (e DR et ee 
wee ay -l+i fe Š 2 É 
es et aa (o [Ap 2 

2 o 2 


Para w ser um número real, então o coeficiente da parte imaginária terá de ser igual a zero, ou 


seja, tem que se verificar: 


ps Efe ves 


2 


Demonstrações 1.2. 


Seja z = a + bi, um número complexo qualquer (a eRabe R). 


Se | z| = 1, então Va? +b? =1& a? +b? =1 


Pelo que: 


Mre eea irat lial 


2 


-[ (1+ a)* +b? rel (1-0) +2? | = 


ie Jaa? pp pisa ra thea 


2+2(02 +b2)=2+2x1=4 


Como se queria demonstrar. 


224 


2.2 Fase, 2011. 


2. | Probabilidades 


Consideremos os seguintes acontecimentos: | Probabilidade 


A: “ser licenciado” condicionada 


B: “ter idade inferior a 40 anos” 


(0,6 x 0,8) = 0,48 (0,6 — 0,48) = 0,12 


(0,4 x 0,1) = 0,04 (0,4 - 0,04) = 0,36 


Assim, a probabilidade de um desses funcionários, escolhido ao acaso, ser licenciado, sabendo que 


tem idade não inferior a 40 anos, é dada por: 


2:2: | Combinatória 
A resposta II é a correta, ou seja, 6 X gos + dor ‘ 


Ao escolher ao acaso um subconjunto de 3 funcionários, de entre os 15, para se ter pelo menos 2 
funcionários que estejam a favor do novo horário significa que poderão ser escolhidos 2 ou 3 
funcionários que estejam de acordo com esse horário. 


Se forem 2 funcionários, teremos 1 funcionário escolhido entre os 6 que não estão a favor do novo 
FeO a Sia à y 9 
horário, C 2°€ 2 funcionários dos 9 que estão a favor, “C 2- 
E A ; ely as as 9 
Se forem escolhidos 3, têm de ser escolhidos entre os 9 funcionários que estão a favor, “C 3° 


Para que a resposta I estivesse correta teríamos de retirar, à expressão dada, o caso em que são 


escolhidos 3 funcionários, 1 a favor de entre os 9 e 2 dos 6 que são ou indecisos ou contra, ou seja, 
9 6 A . 15 6 6 C 
C, x Cy. Assim, a resposta, para ser correta, deveria ser “C3 — C,-9x C3. 


Deste modo, concluímos que a resposta I não está correta. 


3. | Funções 
3.1. | 
120 120 | Exponenciais e 
N ,(0)= EE RCE (1 6°21 ae 155 e N uake aT = 44,018 | : 
al ) i ee x 0 Aa )= TO logaritmos 


N 4(7)- N (0) = 44,018 — 15 = 29,018 =29 


O aumento foi de aproximadamente 29 nenúfares. 


RESOLUÇÕES 


Exponenciaise | 3.2. 


logaritmos 
ao NatI= Nat) e Es SR 
A i Or E 60" 


+ 120 + 6000 x e = 150 + 1050 x e?” es 


& 6000 x e 84! — 1050 x e?” — 30 = 0 © 


2 
& 6000 Riles doso xel = 300 


Seja y = ot , substituindo na expressão anterior, temos que: 
— ço 
1050 + q 1050 — 4 x 6000 x (-30 
| PAD 1050 SR e UR cad fc ON E 
2 x 6000 


_ 1050 + 1822500 é y = 1050 + 1350 
12000 Y = 12000 


40 
at . 02 _ | 

Como y > 0 para qualquer elemento do dominio, temos que: e Es 

Ou seja, 
| 
(3) 

e081 =Z e -0,2 = (5 ) S t= 5 eos ni in) _ In(5) 

5 5 —0,2 =0,2 0,2 


Assim, arredondando o resultado às unidades, temos aproximadamente 8 dias. 
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2.2 FASE, 2011 


4. Funções 
Atendendo aos dados do problema, temos que o valor do declive da reta tangente ao gráfico de f 
no ponto B tem de ser 8. Resolução 
gráfica 


Comecemos por calcular f dt x ) : 


r 


f(xy = [e + cosx — Qu) = (2e? — senx — 4x) 
Seja x a abcissa de B; então, f(x) =8 2e” — senx — 4x = 8 
Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, representamos, numa janela adequada, a curva 


correspondente a f“( x) e a reta de equação y = 8. 


Determinando a interseção da reta de equação y = 8 com o gráfico de f”, obtemos para a 


abcissa de B o valor de aproximado de 0,91. 


5. 
5.1. Assintotas 


z 


Em cada um dos ramos em que se encontra definida, a função é contínua por se tratar de 
quocientes de funções contínuas no respetivo domínio. A existir assíntota vertical, esta terá de 
equação x = 2. Estudemos o limite da função quando x tende para 2 por valores inferiores (à 


sua esquerda) e por valores superiores (à sua direita): 


ex Zi e of 
lim = lim ——— = — lim m— (1 
pira F(z) ae x-2 RE 2-x ( ) 


Fazendo y = 2 — x tem-se que, quando x > 2 , y > ot , pelo que de (1) vem: 


f ( ER x +1 a 3 
x52* x52* In( x + 1) In(3) 


Como os dois limites são números reais, o gráfico de f não admite assíntotas verticais. 
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RESOLUÇÕES 


5.2. 


A função f é contínua em [0,2[ por se tratar do quociente de funções contínuas, pelo que 


Teorema de 
Bolzano 


3 1 
também o é no intervalo o. z] : 


O |m 


Ora, como f ( 0) <-3<f ( Z) , então, pelo teorema de Bolzano, existe pelo menos um valor 


re |od tal que f(x) = -3. 


Como se queria demonstrar. 


5.3. 


Para x> 2 , vem: 


E a er] In(x+1)-1 


In(x + 1) E 


1.2 derivada 


RS EA 
(in(x + 1)) (in(x + 1)) 
Ora, para x > 2, temos que In( x + 1) — 1 > 0,e, por outro lado, (in( x + ÜF > 0, pelo que 
f'(x) >0, Vx e ]2,+[. 


Então, f é estritamente crescente neste intervalo. 


Funções 
trigonométricas e 


Sendo a, b e n números reais positivos, 
2. derivada 


f(x) = (acos( nx) + bsen( nx)) = (acos(nx)) + (bsen( nx)) = 


= —ansen(nx) + bncos( nx) 


, a, a a 


f(x)=(F(x)) = (-ansen(nx) + bncos(nx)) = (-ansen( nx) ) + (bncos(nx)) = 


= —an( nx) cos(nx) + bn( nx) (—sen(nx)) = -an?cos( nx) = bn? sen( nx) 


f(x) + n2 f(x) = -an? cos( nx) —bn* sen( nx ) + n?(acos(nx) + bsen( nx )) = 
= -an? cos( nx ) = bn? sen( nx) + an* cos(nx) + bn? sen( nx) =0 


Como se queria demonstrar. 


FIM 
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Época Especial, 
2011 


GRUPO I cad 


| Probabilidades 


Consideremos os acontecimentos A e F, do espaço de resultados associado à experiência aleatória 


descrita, definidos da seguinte forma: | peranidade 
condicionada 
A: “O jovem escolhido, ao acaso, joga andebol”, 
F: “O jovem escolhido, ao acaso, joga futebol”. 
Tendo em conta que existem 28 jogadores que jogam apenas futebol e 12 que jogam futebol e 
andebol, ou seja, que o número total de praticantes de futebol é de 28 + 12 = 40 e que de entre 
estes, apenas 12 jogam andebol, então a probabilidade pedida é: 
P( AQF 12 12 3 
Peale eee) ae ae 
P(F) 28+12 40 10 
Resposta correta: ( B ) 
Distribuição 
binomial 


Usando o modelo binomial, P(X = k) = ge x pt x grt „para n=5. 


Para o acontecimento Í, p = 


I 
cS 
ll 
| 
[e 
= 
ll 
N 


1 
Para o acontecimento J , p = — , pelo que q = 7 ek= 


6 


Assim, temos que: 


16 | 
P(1)=1- = = 0,69 
2 3 
5 DESA al SA 78025 
P(J)=P(Y=2)= c x(3) x(5) Saag OO 
= 625 
P(J)= me O 


Logo, o acontecimento mais provável é o acontecimento J . 


Resposta corrcta: ( D ) 


RESOLUÇÕES 


Axiomática | 3. 
Sabe-se que A e B são dois acontecimentos incompatíveis, P( ANB) = 0, tais que P( A) = 0,5 
e P(AnB) = 0,3. 
Como P( ANB) = 0,3, então temos que: 
P( ANB) = 0,3 6 P(AUB)=03 & 1- P(AUB) = 0,3 & P(AUB)=0,7 6 
e P(A) + P(B)- P( ANB) = 0,7 & 0,5 + P(B)-0=0,7 6 
= P(B)=0,2 
Resposta correta: ( A ) 
Funções | 4. 
Das informações dadas, sobre as equações das assíntotas do gráfico de f , podemos concluir que: 
Assintotas 
e lim f ( x) = 1 é equivalente a afirmar que a reta de equação y = 1 é assíntota do gráfico 
XI +00 
de f. 
e lim (f(x) + 2%) =0¢ lim (f(x) — (-2x)) = 0 , que significa que a reta de 
X— -co XS ~ 
equação y = — 2x é, também, assíntota do gráfico da função f. 
Portanto, y = — 2x e y = 1 definem duas assíntotas do gráfico de f. 


Resposta correta: ( C ) 


2º derivada | 5. 
Como f(x) = ax? — 1, então f”(x) = 2a. 
Da representação gráfica da função f” dada na Figura 1, conclui-se que f” é uma função 


constante e sempre negativa; portanto 2a < 0,0 que equivalea a < 0. 


Apenas o valor —3 é compatível com a condição a < 0. 


Resposta correta: ( D ) 
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Época EspECIAL, 2011 


Funcões 
trigonométricas 
A área do triângulo [OAB] é dada por: 


AO x altura relativa ao vértice B 
5 E 


Tendo em conta que a altura relativa ao vértice B é o simétrico da ordenada de B e como as 


coordenadas de B são cos( 4] ; sen( BA = 2 ? _N3 , então 
3 3 2 2 


a DEE 
AO x altura relativa ao vértice B _ x ER 
2 DEF 4 


Resposta correta: ( A ) 


N. complexos 
= 3k+2=3p-4 
Z4 = 2% © (3k +2) + pi =(3p- 4)-(2- 5k)i © o Equações 
p=-2 + 5k 
3k —- 3p = -6 k-p=-2 4k=4 k=] 
o o o o 
Sk-p=2 5k -p=2 p=5k-2 p=3 
Resposta correta: ( B ) 
Potências e 
raizes 


w é o número complexo cuja imagem geométrica é A . Por sua vez, A é a imagem geométrica de 
uma das raízes de índice 8 de um certo número complexo, sendo que os vértices do octógono são 
as imagens geométricas de todas as raízes índice 8 desse mesmo número complexo. Desta forma, 


se w = pcis@, os números complexos cujas imagens geométricas são respetivamente B e € 
= ; 27 : 4r 
são pcis URES e pcis ook : 


f : ; ) 47 
Então, o vértice C , sendo a imagem geométrica do número complexo peis( 0 + 8) tem o 


4x 


Z 5 m WES ; 
mesmo módulo que w e o seu argumento difere de = = 5° ou seja, é o produto de w por i. 


Resposta correta: ( C ) 


231 


— ResoLuções 
GRUPO II 


N. complexos 1. 


| 1.1. 
Potências e 
raizes | Comecemos por simplificar a expressão de 2, : 
| n 
z= 24+ VR + At 24 Ja + (:*) to = o e O ana ogee 
ee Or cee . 508 ; 
| =2+v3i + (1º) xi EEN TE A x (-1)=1 + V3i 
Determinemos 2, na forma trigonométrica: 
| ES 2 
, P=Ņ1f +43" =2 
A x a = 
e tgO = J3eg6el. Q. , logo O = 3 (argumento positivo mínimo). 
z à es 
Então, 2; = 1 + V3i = Rio Egg 
Sabendo que z, é uma das raízes cúbicas de um certo complexo z ,então z = a 
Recorrendo à fórmula de Moivre para a potência, temos que: 
r 3 
| e=(2as = | e z= cist & z=-8. 
Conjuntose | 1.2. 
condições | 


IV éa opção correta. 


A região sombreada na opção I é rejeitada pelo facto de o argumento dos complexos Zz, cujas 
E ae A oe : Ti 3 DES 
imagens geométricas são os pontos da região, variar entre zero e 5° não satisfazendo a condição 


m 
2 
A região definida na opção II pertence ao semiplano inferior relativo à mediatriz do segmento de 


< arg(a) < 27. 


| reta de extremos O e C , pelo que os complexos z , que têm como imagens geométricas pontos 
da região, não cumprem a condição | z| 2 |z - z% ; 


Em III, os pontos da região sombreada que pertencem ao círculo de centro na origem do 


| 

| è z ah gies i é ÉS faiz 
| referencial e raio 1 são imagens geométricas de complexos z que não satisfazem a condição 
| 

| 


| |z-z|<1. 


Éroca EsPECIAL, 2011 


Probabilidades 
Uma vez que, pelas leis de De Morgan, ANB = AUB, e usando a definição de probabilidade 


Axiomática 
condicionada de dois acontecimentos, tem-se que: 
das P((AUB)nB 


Usando a propriedade distributiva da interseção em relação à união de conjuntos, obtemos 


P((AUB)nB) P((AnB)U(BnB)) 


P(B) P(B) 
Como BNB éo conjunto vazio e este é elemento neutro da união de acontecimentos, então 


P((AnB)U(BnB)) P(AnB) = 
ORA = ET) Rudi definição, 
Aare) = (alo) 


Como se queria demonstrar. 


Probabilidades 
O número de sequências diferentes que é possível construir, de modo que as três figuras fiquem cgi 
juntas, é dado por 3! x 10! x 11,ou seja, 239 500 800. 

Há 3! formas diferentes de colocar as três figuras juntas, independentemente do lugar que ocupam. 
Estando as três figuras colocadas, há 10! maneiras de as 10 cartas que não são figuras se 
distribuírem pelos lugares livres. 


Por último, há 11 formas diferentes de o conjunto constituído pelas três figuras juntas se distribuir 


na sequência. 
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Combinatória 
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RESOLUÇÕES 


3.2. 


Para determinar a probabilidade de, ao retirar, ao acaso, 4 das 13 cartas do naipe de copas, obter 
E o cee tS 
pelo menos 2 figuras, comecemos por calcular o número de casos possíveis: "C,. 
E en q Res 3 10 3 10 

Quanto ao número de casos favoráveis, é dado por C3 x Ci + Cy x C, , uma vez que 
3 E 2 E 

C3 x Ce: corresponde ao número de casos em que há 3 figuras quando retiramos 4 das 13 
cartas de copas e es x Wes é o número de casos com exatamente 2 figuras e outras 2 cartas 
que não são figuras. 


A probabilidade pedida é: 


CEO Gs A EE 00: 
E 715 143 ` 


Se a função Q nos dá a quantidade, em litros, de combustível existente no depósito de uma certa 
máquina agrícola em função do tempo t, em minutos, durante os 20 minutos em que esteve a 


funcionar, então Q(0) -Q( 20 ) = 2, pois a máquina consumiu 2 litros de combustível. 
Q(0) -0(20)=2 & 12 + 10g4(81- k x 0) - (12 + loga(81 - k x 20°)) = 2 65 
e log} 81 — log3(81 — 400k) = 2 & 
& 4 - log,(81 - 400k) = 2 & 
e- logs(81 — 400k ) =-2 & 
& logs(81 — 400k) = 2 & 


© 3? = 81 — 400k & 


Época ESPECIAL, 2011 


§.1. 
Como f écontinuaem x = —1,temos que lim f(x) = f(-1). 
x5-1 


Determinemos o valor de a: 


f ; x+l 
dim f(x) = f(-1) 6 lim (mti) 


x5-1 — e 


A x+l 
© lim Seri S +l=a+2 & 
x5-1 e =] 


1 


e lim | - +l=a+2 
x5-1 E tb =] 
x+1 
Fazendo a mudança de variável: y = x + 1 & x = y +1 e como x >-1 então, y 50. 
Assim, 
lim +1=a+2 & lim] - +l=a+2 68 
x5-] E = 750 e -1 
x+1 7 
o -— 5 +l=a+2 &-l+1l=a+2 &a=-2 
lim É 
y>0 y 


52. 
Determinemos f'(x) para x € Jo : 1[: 


rœ- x41 Jer tebe ee ery) 


1-e*! [izes É 
[= et tig etlx x+et! ere: 
z PER pipi) 
Calculemos f’(0) e f’(1): 
2 


—~ 0/34 « fis el: 


(1-e) (1 - <7) 


Como a função f’ é uma função contínua em [0 ; 1], por ser o quociente entre funções 


(0) 


contínuas, a saber, soma e quociente de funções polinomiais com exponenciais, e 


[4 1 , ~ . 
f'(1)< 3 < f'(0), então podemos concluir pelo teorema de Bolzano, que 


dee Jo : 1[: f(e)= Em seja, a equação f'(x)= 


SA; 
JO. 


1 


4 tem. pelo menos. uma solução em 


Continuidade 
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=m) 


sen x ` 1 
= lim | —— x senx x 


tim F(x) — =] E tim —4sen( | x50 


à sen x y eg 2 
Note-se que lim ( é um limite notavel. 
x50 


6.2. 


Para se estudar a função g quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à 


existência de pontos de inflexão, determinemos a segunda derivada da função g. 


f (-2 _ x) 
” m 6 -1 1 
8 (=) =(1082( -2 - = )) = = E e—a Z ES 
6 [ -2 - x Jn2 (-2 - x )m2 (+24. In2 
6 6 6 
T : » 27 m 
Analisando o sinal de g (x) quando x € |-# A A , tem-se que 
” np 2n qn : : : 
g (x) <0,VxeE ree De o que nos permite concluir o seguinte: 
; E ; E 20 T 
O gráfico da função g tem concavidade voltada para baixo quando x € B 3 E e neste 


intervalo o gráfico de g não tem pontos de inflexão. 


Época EspECIAL, 2011 


; : : $ : gráfica 
Se a reta tangente ao gráfico de h , no ponto A, é paralela ao eixo Ox, ou seja, tem declive zero, 


determinemos a função que nos dá os declives das retas tangentes ao gráfico de h , em cada ponto 


: 27 x : 
de abcissa x € |-— , ——| , para podermos analisar quando vale zero. 


4 


3 3 


w(x) = (x) ~ g'(x) = (~4sen(Sx)) ~ tog,[-% - x) = 
= -4(sen(5x)) - loga -2 — +) = —20cos( 5x ) - loga -Z - +) 


A abcissa do ponto A é a solução da equação h’( x) = 0 quando x € |- EE E | ; 


Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, representamos, numa janela adequada, a curva 


correspondente a h’( x ): 


Assim, a abcissa do ponto A é —1,6. 


FIM 
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GRUPO I 


| Probabilidades 


Temos que P( AUB) = P(A) + P(B)- P(AnB),e como A e B são acontecimentos 


Axiomatica 
independentes, vem que: P( ANB ) = P( A ) x P( B) 
Assim, 
P(AUB) = P(A) + P(B)- P(ANB) & 
o P(AUB) - P(A) = P(B)- P(A) x P(B) & 
o P(AUB) - P(A) = P(B) x (1- P(A)) @ 
o P(AUB) - P(A) = P(B) x P(A) & 
a P(AUB) - P(A) _ P(B) 
P(A) 
Como P(A) =]- P(A) = 1 — 0,9 = 0,1, temos que 
P(B) = 0,73 z 0,1 = 0,63 = 0,7 
0,9 9 
Resposta correta: ( D ) 
Probabilidade 
| condicionada 


Considerando a experiência aleatória que consiste em escolher, ao acaso, um aluno da turma, e os 
acontecimentos: 
R: “O aluno ser uma rapariga” 
I: “O aluno ter Inglês” 
O número de raparigas que têm Inglês é 20 — 4 = 16. 
Assim, como a turma tem 18 raparigas, o número de raparigas que não têm Inglês é 18 — 16 = 2. 
Logo, a probabilidade de selecionar um aluno que não tem Inglês, de entre o conjunto das 
raparigas, é: 

2 


5 1 
== 


Resposta correta: ( A ) 
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Triângulo de | 3. 


Pascal 
Como a soma dos três primeiros elementos de uma linha do triângulo de Pascal é 61 426 e o 


terceiro elemento dessa linha é 61 075 e, como sabemos que o primeiro é 1, podemos calcular o 
segundo número (b ): 
61426 = 1 + b + 61075 © 61426 — 1 — 61075 = b & b = 350 


Assim podemos calcular os primeiros números da linha seguinte: 


350 +1= 351 e 350 + 61075 = 61425 


1 350 61 075 
1 351 61 425 


Como a soma dos últimos três elementos de qualquer linha é igual à soma dos primeiros três 
elementos dessa linha, temos que a soma pretendida é: 


61425 + 351 + 1 = 61777. 


Resposta correta: ( C ) 


Funções | 4. 
Averiguando as quatro hipóteses, temos: 
Limite segundo A | 
pene e Como lim(2 z +) = 27 , logo im s( 2 - 2) = lim f(x)=e? -1 
n n x> 
: l + : 1 4 
e Como lim| 2 + — | = 2º ‚logo lim f| 2 + — = lim f(x)=—+1=2+1=3 
n n RS: 2 
° Como lim[ 3 - À) = 3° logo lim f{ 3 - +) - lim Rj ee 
n n x53 3 3 
: 1 k 1 4 7 
e Como lim 342) = 3° Jogo lim (3++)- lim —-+1l=— 
( n f n ee Pis 3 3 


i l EERS 
e Assim, temos que: se u, = 2 + —, então lim f ( u, )=3 
n 


Resposta correta: ( B ) 
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1.º derivada 
laca i *, pela análise do gráfico, e relacionar com a 
Podemos descrever a variação do sinal de h 


monotonia da função A : 


Ou seja, a função h é crescente se x < 0 e decrescente se x 2 0 ,e apenas o gráfico da opção 


(D) é compatível com esta conclusão. 


Resposta correta: ( D ) 


1.º derivada 
Como o declive, m , da reta tangente ao gráfico de g no ponto de abcissa 1 é g'( 1) , começamos 


por determinar a expressão da derivada: 
g'(x) =((2x-1) x f(x)) = (22-1) F(x) + (2% -1)f'(x) = 
2f(x) + (2x -1)f (x) 


Calculando o declive da reta tangente, temos: 


m=s(1)= 2f(1)+(2x1-1)f (1) = 2x14+(2x1-1)x1l= 241x123 
Calculando as coordenadas do ponto de tangéncia, temos: 

e(1) =(2x1-1)x f(1) =(2-1) x 1=1, ou seja, o ponto P(1,1) é um ponto do 
gráfico de g que também pertence à reta tangente. 

Substituindo o valor do declive na equação da reta, obtém-se y = 3x + b 

Substituindo as coordenadas do ponto na equação da reta, calculamos o valor da ordenada na 
origem: 
1=3xl+b@1-3=b8-2=b 
Logo, a equação reduzida da reta tangente ao gráfico da função g no ponto de abcissa x = 1 é: 


y=3x-2 


Resposta correta: ( A ) 
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N.º complexos 
Potências e Usando a fórmula de Moivre para a radiciação, temos que: 
raizes x 
— +2kr 
w, = fz = 8 cis i ,(k =0,1,2,3,4,5), em que, para cada uma das raízes de 


indice 6: 


3 1 
w| = 98 = 923 = 28 = 22 = J7 


e Para cada valor de k: 


m 
ate y=, Bee, Whe _ w+ ke 
Ble 6 AGH” Ror dor Oe 36 
Assim, se k = 2, temos que: arg(w,) = ==" = = 
Ou seja, wy = sy end 
36 


Resposta correta: ( A ) 


Considere-se arg( z ) , com z 0 , o argumento do número complexo z pertencente ao intervalo 


O, 27 |.Sejam arg( z, ) e arg{ z} ) os argumentos de z, e de z,, respetivamente. 
| [ ( 1) e( 2) 1 2 


Como 23 =2+ie tg( arg(z; )) = 5 então 0 < arg( z ) < a 


Como o produto de dois nimeros complexos admite como argumento a soma de dois argumentos 


arbitrários destes, tem-se arg( AX % ) = arg( 21) + arg( 25 E 
E : 37 
Ora, por observação da figura, tem-se a < arg( 7X 2, ) <m (*) 


Por outro lado, O < arg(z ) < A o que equivale a = < —arg( z ) <0 (**) 


Adicionando membro a membro as desigualdades (*) e (**), obtemos: 


E — a arg( z x z) — arg( z )< x + O, isto é, oe arg( z3 )< Te 


De todas as hipóteses apresentadas, podemos afirmar que a imagem geométrica do número 


complexo Z, só pode ser o ponto R. 


Resposta correta: ( C ) 
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GRUPO II 


| N.º complexos 


1.1. 


| Equações 
Resolvendo a equação, vem: | piai 


2x1 2 2 
-1 + -1 -l1 Ł 
Sz= oa n/3 
2 2 
! f E E E Ee 
Conjunto solução = 4 -> + —i;-— — — i}. 
2 2 2 2 


; ; ees ere 1 v3, 
Como w é a solução com coeficiente da parte imaginária positivo, w = — é ==] 


2 


Escrevendo w na forma trigonométrica, temos w = cis@ , onde: 


+ rot EY EE 


J3 


e tgO= + = 2 = —V3; como sen6 > 0 e cos < 0, então 6 é um ângulo do 2.º Q., 
a 
3K n 2H 
l 0=r--=—=—--=— 
ci ud S 
} Lea 27 . 20 
Assim, w = agen e, portanto, a = La =- cs( 0 — |) = is(- 2%.) 
3 w cis a 1 3 3 
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1.2. 


Sejaz=a+bi,comaeReberR. 
Assim, temos que z=a- bi » pelo que: 
(z+i)x(z-i)=(a-bi+i)x(a+bi-i)= 


2 


= a + abi - ai — abi — b2i? 


+ bi? + ai + bi? - = 
=a’ — b? x (-1) + b x (-1) + b x (-1) - (-1) = 


=a? +b? -2b+]1 


2 
jz- iP =ļa + bi -iP =|a +i- DÊ = (42 + (6-9 | 


=a? + (b -1f =a +b? -2b + 1 
temos que: (z+i)x(z-i)=|z- ił. 


Como se queria demonstrar. 


Como o João escolhe 4 cores de entre um conjunto de 12, e cada cor se destina a pintar uma das 


faces numeradas, a ordem da seleção é relevante. Assim, o João pode pintar o tetraedro de BA 
formas diferentes, sendo este o número de casos possíveis. 

Se pretendermos que a cor preferida do João esteja entre as cores escolhidas, ainda podemos pintar 
qualquer uma das 4 faces com essa cor, pelo que existem 4 casos a considerar. 


Por cada um destes 4 casos, devemos selecionar 3 cores de entre as restantes 11, considerando a 
ordem relevante. Ou seja, o número de casos favoráveis é 4 x we E 


Assim, a probabilidade de o tetraedro ter uma das faces pintadas com a cor preferida do João é 


Prova ESPECIAL, 2011 _ 


| Distribuição de 
probabilidades 
e distribuição 


22. | 
| 
| binomial 
| 
| 


Como a experiência se repete várias vezes, de forma independente, a distribuição de 


probabilidades segue o modelo binomial ( P( X= k) = aC, pé q" k ) ; 


Temos que: 
e n = 3 (o dado é lançado 3 vezes de forma independente); 

l m ' : : ree | 
e p= me (a probabilidade de sucesso, ou seja, «Sair a face com o número I», é A » porque o | 


dado tem 4 faces, das quais apenas uma tem o número 1); 


e q= 2 , a probabilidade de insucesso, pode ser calculada como q = 1 — A = os 
4 4 4 


Assim, calculando a probabilidade de a face com o número 1 ocorrer 0, 1,2 ou 3 vezes, temos: 


0 3 3 
e P(x =0)= “Co (5) (5) -1x1x 5-5 | 
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2.3. 


No contexto da situação descrita, P( Jr) é a probabilidade de que ao lançar quatro vezes o 
tetraedro, a soma dos números registados nos quatro lançamentos seja menor do que 10, sabendo 
que nos três primeiros lançamentos saiu sempre o número 2. 

Como sabemos que a soma relativa aos três primeiros lançamentos é 2 + 2 + 2 = 6, para que a 
soma dos quatro lançamentos seja inferior a 10, no último lançamento podem sair as faces com os 
números 1 (que resultará na soma 7), 2(soma 8) ou 3 (soma 9). 

Assim, usando a Regra de Laplace para a determinação da probabilidade, temos quatro casos 


possíveis, correspondentes às faces que podem sair no quarto lançamento, e três casos favoráveis, 


relativos às faces que correspondem a uma soma inferior a 10, pelo que P( J |z ) = i : 


Sabendo que M = 7,1, podemos calcular a energia sísmica irradiada, substituindo o valor dado 
2 
em M = 31081( £) a2 9% 


(7,1 + 2,9) x 3 


5 = log (E) & log (E) = 15 & E = 10” 


7,1 = Slog o( £) - 2,9 & 


Como a relação entre o momento sísmico e a energia libertada é E = My X 1,6 x 1077: 


substituindo o valor de E nesta expressão, vem: 


10!5 


105 = My x 1,6 x 10 e ——— 
1,6 x 107 


= My & Mg = 0,625 x 102 x 10° +» 


> My = 0,625 x 10° x 10° +» My = 6,25 x 10! x 102 & 


& Mo = 6,25 x 101º 


Prova ESPECIAL, 2011 


3.2. 


Sabemos que M} — M, = 2 


Fe 


Sejam E, a energia sísmica irradiada pelo sismo de magnitude M} e E, a energia sísmica 


irradiada pelo sismo de magnitude M, . 
; 2 2 
Assim, temos que M, = “log o( £1) -2,9 e M, = 5 108 vol E;) — 2,9, pelo que: 


M) - M, = = log o( £) - 2,9 — ELTCIE 29) 


age 

Z togyo( £) - 2.9 - (É os o(E:) = 29 ) > 
é Žiogio( £) - 29 - 2108/63) + 29 = 
s Stmo(8,)- 3 82) = $ = $ (1218) ol A) = 5 = 


E E 
_ ‘Hie eee a 
+ log 1o( E, )- 10810(E5) =1 6 veo Z| pie 10! E = 10 x E, 


Portanto, a energia sísmica irradiada pelo sismo de magnitude M, é dez vezes superior à energia 


sísmica irradiada pelo sismo de magnitude M, . 
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4. 


4.1. 


Sabendo que f é contínua para x = 1, temos que lim f (x) =f (1), e em particular que: 
x1 


lim f(x) = f(1) 


x17 
Como At) = -1 + lnl = -1+0=-—1, vamos calcular lim f(x) para determinar o valor 
x17 
de k: 
= ex il _ x1 
fine f (=) lin | ee | tine im | > | 
x17 x17 xl x17 xo1-| x-1 
oe) (e ~ 1) 
=k+ lim =k- lim =k-1 


Limite notável 
(1) Se y = x — 1, então como x1, logo y>0`. 


Assim, como f é contínua para x=1, temos que Fi) =k-1, ou seja, 


-l=k-1@k=0. 


4.2. 


Para averiguar a existência de assíntotas horizontais do gráfico de f temos que calcular 


lim f(x) e lim f(x). 
X>5—o0 X—-+00 


Assim, temos que: 


E | x-1 
SAE = menti e 
XxX——o0 x-1 X>—oo X5-oc X — 1 
Br i kee ee 


Pelo que podemos afirmar que a reta de equação y = 3 é assíntota do gráfico de f (quando 


X5—o00), 


Temos ainda que: 


X— +00 


X— +00 


= too x(-1+0)=+ox(-1)=-—o 


Assim, podemos afirmar que o gráfico de f não tem assíntotas horizontais quando x—+0, ou 


seja, y = 3 é a única assíntota horizontal do gráfico de f. 


lim f(x) = dim (=x + Inx) = dim (à= p= 


: : Inx A 
lim xx lim | -1 + —- |= lim xx 
x—> +0 x x—> +00 
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Como se pretende determinar os extremos da função, vamos recorrer aos zeros da derivada, e por 


isso começamos por derivar a função: 

r , ’ 
g'(x) = (x - 2cosx ) = (x) — (2cosx) =1- 2(-senx ) = 1+ 2senx 
Depois, determinamos os zeros da derivada, ou seja, as abcissas dos pontos C e D: 


g'(x) =0 & l+ 2senx= 0 & senx= - o senx= sen( -7 pan 


ea--Etunva-m-(E)runkezo 
m Tr 
Srece ya keZ 
Atribuindo valores inteiros a k , podemos encontrar os valores de x que pertencem ao domínio da 


função: k = 0 = x =-2 e k=-1>5x=-D 


Estudando a variação de sinal de g’ e relacionando com a monotonia da função g , vem: 


= (3 -F 


5a 5a 
Ou seja, o ponto C tem coordenadas C ( Eras J3 a) ; 
De forma análoga, temos que a abcissa do ponto D é xp = -7 ,e a ordenada é: 


(-5)- e - 2os(-Z) = e - 2e0s{ =) = se = 2X ($)- 
= -J3 a 


Ou seja, o ponto D tem coordenadas D ( e 3 -/3 = 


ala 
—" 
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Resolução 


ráfica 
Considerando a abcissa x do ponto A como a medida do lado horizontal do retângulo, a medida q 


correspondente do lado vertical é f ( x) , OU seja, a área Aio ACB] é dada pela função g definida 
pela condição: 

1 
g(x)=xx f(x)=x [2 + 15tn( 3 - 22) g(x)20nxe]0,6[ 


Traçando na calculadora gráfica o gráfico da função g , numa janela compatível com o dominio, 


obtemos o gráfico reproduzido na figura seguinte. 


Utilizando a função da calculadora gráfica que permite determinar valores aproximados para o 


maximizante (e para o máximo) da função, determinamos as coordenadas do ponto 
M ( 2,47 ; 25,99 ) , O que nos permite concluir que o retângulo [OACB] tem área máxima quando 


o ponto A (e também o ponto C ) tem abcissa x = 2,47. 


FIM 
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GRUPO I 
Probabilidades 
= 7 SE 7 3 
Como P(A) = — vem que: RCA) A doada 
Sabendo que A e B são independentes, então P(ANB) = P(A) x P(B). Assim, 
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AnB) > È = È + P(B) - SP(B) © 
4 10 10 
ERRA e 
LON aT, 
SP Bye eS 
140 
9 


Resposta correta: ( B ) 


Combinatória 
Recorrendo à probabilidade do acontecimento contrário, a probabilidade de o João e a Margarida 
não ficarem sentados um ao lado do outro é: 
2x6! 2 5 
P=1- =1-—-=— 
7! 7 7 
Resposta correta: ( D ) 
Combinatória 


1 : o 
Temos °C. formas de arrumar os 7 copos brancos nos 12 compartimentos. Como os copos são 


iguais a ordem não é relevante. 


Bee ats : 5 . 2 : 
Por cada arrumação diferente dos copos brancos, devemos considerar ` A, hipóteses diferentes 


para colocar os copos de outras cores, que correspondem a selecionar 3 dos 5 compartimentos 


vazios, e em que a ordem da seleção é relevante por se destinarem a copos de cores diferentes. 


Assim, o número de arrumações diferentes é era x Ss x 


Resposta correta: ( C ) 
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Como f(x) = e” — 3 ,tem-se que: 


flag MES a oe ae SPO 
2 2 2 2 


Seja g(x) =e +x- 2, Como g é uma função contínua em R , por resultar de operações 
entre funções contínuas em R , e atendendo a que: 

1 1 1 a E 
g(0) <0 ; 2g 5 <0 ; g 4 >0 ; g 3 >0 ; g(1) > 0, então, pelo corolário 
do teorema de Bolzano, temos que: 


1 1 1 | : 
g E xg 4 <0, pelo que g(x) tem pelo menos um zero em 5 ; al ou seja, 


3 ot 
f(x) = —x — 5 tem pelo menos um zero em rari ke 


Resposta correta: ( B ) 


Uma vez que f é uma função contínua em R , também é contínua para x = a, pelo que: 


lim f(x) = lim f(x) = f(a) 
x—-a xa 


lim f(x) = lim [1oe,( -x 4) = loga(-a -5 ) 
x> xa” 3 3 


lim f(x)= lim g(a)=2 


xa xoat 


f(a) = g(a) =2 


Assim, temos que: 


1 1 2 
-a-- 1|=92 -a ->= 3 =- -96e qe ees 
al a ) oe -a Sa a 


1.2 FASE, 2012 


1.º derivada e 


. a j 
De acordo com os dados e por observação do gráfico da função f constatamos que existe um cael 


intervalo aberto 7, que contém o número 1, onde fé estritamente decrescente, pelo que 
f’(x) $0, V x e€ l1.Então, f’(1) < Oe a alternativa ( A ) é falsa. 

De acordo com os dados e por observação do gráfico da função f constatamos que existe um 
intervalo aberto J, que contém o número —3, onde fé estritamente decrescente, pelo que 
f(x) <0O,VxeJ. Então, f’(-3) < 0 ea alternativa ( B ) é falsa. 

De acordo com os dados e por observação do gráfico da função f constatamos que existe um 
intervalo aberto L, que contém o número 1, onde o gráfico de f tem a concavidade voltada para 
baixo, pelo que f”( x) < 0, V x € L.Então, f”(1) < O ea alternativa ( D ) é falsa. 


Deste modo, só FA — 3) pode ser positivo. 


Resposta correta: ( C ) 


N.º complexos 
Sejam arg( w) o argumento principal de w, isto é, o argumento de w no intervalo J-z ; r | e 


Operações 


w a sua imagem geométrica. 


Como w é um número complexo cuja imagem geométrica, W , pertence ao 2.º quadrante, 


podemos escrever w = pcis(@),onde p=|w| e 6 = arg(w),com 0 e E : ae 


: PAR 2 Pom rs 
Na forma trigonométrica: 3i = 3eis( A ) ; 


Então, * = Peste) _ Bei( 0 - E 
j { = | 3 2 
3cis 2 


Assim, temos que: 


P. 
3 


<p eœ Teos r ol t ike, 
2 Dine DEZ 


A . m E 
Logo, o ângulo de amplitude 6 — A pertence ao 1.º quadrante e portanto o número complexo que 


: we, 
pode ser igual a 3 só pode ser z, ou z,. 


o 2 2 . w 2 
Como £ < p, por observação da figura, concluímos que o número complexo igual a 3 só pode 
i 


ser Z- 


Resposta correta: ( A ) 
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Como se sabe que as circunferências têm centro na origem e raios iguais a 3 e a 6 a coroa circular 
é definida pela condição: 

3<|2]<6 (1) 

Então, as alternativas ( B ) e ( D ) estão incorretas. 


Como a origem das semirretas OP e QR é o ponto Q , imagem geométrica do complexo -1 + i , 


então Q tem coordenadas (—1, gy 


Logo, 
OP:arg(z-(-1+i))=-e e  OR:aw(z—(-1+i))=F O) 


Então, a alternativa ( A ) está incorreta. 
De (1)e(2) conclui-se que a região a sombreado é definida por: 


3 |e] <6 a =z < arg(z +1- i) Z. 


Resposta correta: ( C ) 


1.2. 


1.4 Fase, 2012 


+ : 
| 
GRUPO II 
| 
| N.º complexos 
z =(-2 +i} =(-2)) +3x(-2) xi+3x(-2)xi? +i? =-2 411 | Equações 
EE AR A E EE E 30+ 55i : | 
2+i 2-i 4-i 5 
z? +(-2+1li)=6+1li e z? =64llit2-lie2=8 z = 8cis0 © | 
= Y8cis0 © z = 8 cis (=) k=0,1e26 | 
3 2x 
rer k = 0,le2 
Para k = O, tem-se que: z = 2cis0; 
2 
Para k = 1, tem-se que: z = Dose: 
Para k = 2, tem-se que: z = 2eis( 2 x =) = 2eis( 42), 
Vem então: z = 2cisO v z= 2cis E VZ 2cis E. | 
| 
| Potências, 
Ear | raizes e 
Sabemos que w” = z também ( +] =zcomneN. 
w 


Sendo w = pcis(@) , temos que: 


n A 
e (5) arol r Sraa BLES = + cis(0 — n0) 
p 


w” = p"cis(n6 n. n. 
w p”cis(n0) p”cis(n@) 


Como w” = (+). temos que: 


p” cis( n0) = a cis(-n6) o p” = LA nO = -nô + 2nk,k eZ. 
p” p 
2 
Assim, p” =m = (0") =1 6 p” =1 8 p= 741 & p =1,pois p” € R* 
e 


n0 = -n0 + 2mk,k eZ & 2n0 = 27rk,ke Z & nO=Tk, kK ET. 


Desta forma, temos que: 


Z= lcis( n0 ) G'E cis( kr), k e Z, pelo que para valores pares de k temos z = 1, e para 


valores ímpares de k temos z = —1. 


| demonstrações 
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Probabilidades 


Probabilidade 


Ea Consideram-se os acontecimentos: 
condicionada 


A: «O aluno escolhido é um rapaz» 
B: «O aluno escolhido tem excesso de peso» 
e os respetivos acontecimentos contrários, A e B. 


e Considerando que podemos organizar a informação do enunciado numa tabela: 


1 — 0,550 = 0,450 


| | A A Total 

B 0,450 — 0,180 = 0,270 | 0,3 x 0,550 = 0,165 | 0,435 
| B 0,4 x 0,450 = 0,180 | 0,550 — 0,165 = 0,385 | 0,565 
| Total | 10,550 = 0,450 0,550 1 


Assim, de acordo com a informação da tabela, temos que a probabilidade de que o aluno escolhido 


seja rapaz, sabendo que tem excesso de peso, ou seja, P( A | B ) , é dada por: 


_ P(ANB) 0,270 _ 18 
P(4|8) = P(B) 0,435 29' 
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1.2 FASE, 2012 


22. Combinatória 
Como 55 % dos alunos são raparigas e existem 200 alunos, temos 0,550 x 200 = 110 raparigas 
e 200 — 110 = 90 rapazes. 
Assim, a probabilidade de escolher duas raparigas e um rapaz, numa seleção aleatória de três 
i 110 C, X me 
alunos, é dada por: =a S 0,41. 
3 
3. Distribuições de 


: x > . ; probabilidades 
Como no saco existem 5 bolas e são extraídas 4, simultaneamente, existem apenas 5 casos 


; ENI 
possíveis, que são ~ C4. 


O produto dos números extraídos é O (zero) sempre que a bola com o número O tenha sido 
extraída, ou seja, em 4 dos 5 casos possíveis. Nestes casos, o valor da variável X é 0. 
No caso restante, as bolas extraídas não incluem a bola com o número 0, ou seja, são extraídas as 


bolas com os números -2,-1,1 e 2; logo, o produto dos números saídos é 


-2x (-1) xlx2 = 4 . Neste caso o valor da variável X é4. 


= 4 : : 5 SE Se 
Como as bolas são extraídas simultaneamente, existem ` C4 = 5 casos possíveis. 


Assim: 


P( X=0 ) chao pois o zero está presente em 4 das 5 extrações, e 


1 
P( x=4 ) = a pois o zero não está presente em apenas 1 das 5 extrações. 
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RESOLUÇÕES 


4.1. 


Para determinar o zero da função f , vamos resolver a equação f ( x ) =0: 


=y 
et? t EAOa x et? - (40% + 4)=0 e e — 46% -4-06 


e 
Se acute (o) = 4% 4 a0 


Sendo y = e* , vem: 


4 {47-4 x 1x (-4) _ 4+ J16 + 16 4 + 442 


2 
—- 4y-4=065 = ete = ——t______ = 
y y y 2 y 2 soy 2 


o y=2+2V2 vy=2-2V2 


Como y = e" temos e* = 2 + 2V2 v æ =2- 2V2. 
Uma vez que 2 — 2/2 <0ee*>0,VxeER ,aequacio e* = 2 - 2V2 é impossível. 


Logo, = 2 + 2V2 ve = 2- W2 e e =2+2/265x=In(2+242) 


Portanto, In (2 + 2/2 ) é o único zero da função f. 


1.4 FASE, 2012 


4.2. 


Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, representamos, numa janela adequada, os grá- 


ficos das funções f e g: 


y 


(3, 22; 2, 83) 


A(1,57;0) 


De onde observamos que a abcissa do ponto A é, aproximadamente, 1,57 e que o ponto B, de 


intersecção do gráfico da função fcom o gráfico da função g, tem de coordenadas 


(3,22 ; 2,83), aproximadamente. 
Considere-se para base do triângulo [OAB] o segmento [OA ] e seja B, a projeção ortogonal do 


ponto B sobre a reta OA . Então, a sua altura h = BB, é igual ao valor absoluto da ordenada, y, 


do ponto B. 
Na e | Ax BR o 
Assim, a área do triângulo [0AB] é dada por 4 04B] = SE onde OA = 1,57 e 
BB, = | yB) = Ye = 2583 
(1) a ordenada do ponto B é positiva. 
Então, e OAB] = wee = 2,2, ou seja, a área do triângulo [AOB] é aproximadamente 


2,2 u.a. 
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Assintotas 


Se existirem assíntotas não verticais, o respetivo declive é dado por: 


lim f(x) ou lim f(x) 
x>- X x7+00 X 
Calculando lim f(x temos: 
X=- x 
l-x 
a fie El Cam a Da 
X — —oo x x— —oo x xXx —oo 


Pelo que não existe assintota não vertical quandox — —oco. 


Calculando lim f(x) temos: 
X—+00 X 
tim £42) =- im Abr +1) = x(x) + 3x _ lim (In(x +1) —In(x) +3) = 
X7+00 X X— +00 x X— +00 
= lim M(H) +3=m(1)+3=3 
X— +00 x 


Pelo que, a existir uma assíntota quando x — +œ , o respetivo declive será 3. 


A ordenada na origem é dada por: lim ( f ( x) - 3x ) ; 
X— +00 


Calculando: 


lim (f(x) - 3x) = lim (xIn(x + 1) - xIn(x) +3x — 3x) = 


X— +00 X— +00 
= lim (xIn(x +1) — xIn(x)) = lim ((==)) 
X— +00 X— +00 x 


à 1 E 
Considerando y = —,se x > +œ , então y > 0" ,e 
x 


X— +090 


mt x+ E) 
In(1 
lim [ xin( 22+) }- im ee E fim (mto). (limite notável) 


Assim, lim ( f (x) - 3x) = 1, pelo que a reta de equação y = 3x + 1 é a única assíntota não 
X— +00 


vertical do gráfico de f. 
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5.2. 
Para determinar a equação da reta tangente, começamos por determinar o respetivo declive, ou 


seja, f d| -1 ) . Assim, determina-se a derivada da função f para valores inferiores a 0. 


f'(x)=(x) Pads (e=) aeth x(-1 x ee) = exe? = el - x) 


i= 
Portanto, o declive da reta tangente é m = f'(-1) =e | ) x (1 = (-1)) =2e. 


oh ae | 2 se: 
Calculando f( 1) = (-1) xe = —e”, temos que o ponto de tangência tem de 


coordenadas (-1 3 ze ). 


Assim, substituindo as coordenadas na equação y = Jer x + b, temos: 


-e = 2e* x(-1)+bo-e="22 +b e-e +28 =bob=e 


Por conseguinte, a equação da reta tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa —1 é: 


y= Ze: x + e 


| 1. derivada 


RESOLUÇÕES 


Considerando um ponto P sobre o lado [AB], tal que [ DP] é perpendicular ao lado [AB], 
temos que: D_ c 


e DP =1 e PB=1 


Tap] A + 

e ADP =a == 

Então, 

(«-3)-4 

tg] a-—-— |= -= & 
2 DP 

Peay YRS nao SO 
sena sena 


— — = =  — cosa 
P = AP + PB + BC + CD + DA =- +1+1+1+ = 
[ABCD] sena sena 
_ 2. cosa | 1 — cosa 
sena seng sena 


1.2 FASE, 2012 


6.2. 


1.º derivada 


Começamos por determinar a derivada da função P: 


, + , 
p'(a) = (3 + 12) Sy a en ee) 
sen a sen? a 
_ sena x sena — (1 - cosa) x (cosa) _ sen?a - cosa + costa E 
É Sena sen? a 


_ sen Q + cos? a — cosa 1 — cosa 


sen“ a sen” a 
1l- 
Assim, P’(@) = LE, 
sen“ O 
2 1 
Como tg 0 +1 = 57 + temos: 
cos” 6 


2 1 1 2 1 
-J8 +1= e 8 +1 = —;— © cos 0 = z & cosh = + 
( ) cos? 0 cos 9 


w |= 


m o 
Como 3 <0 <r, então cos = — 


w |= 


1 
Também sabemos que: sen? 0 + cos? 0 = 1, logo, sen? 6 =1- ə > sen? 0 = 


\o | 00 


fake 

RR ran ee: 

$ , 3 Ano 

Assim, temos que: P (9) ae maar a 
9 


O | 00 


FIM 
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GRUPO I a 


| Probabilidades 


Selecionadas 4 das 7 posições para a posição das letras a e depois 1 das restantes 3 posições para | 


a posição do número “2”, as restantes 2 posições serão preenchidas com números “5”. | Combinatória 
Assim, existem 1G 4 X 3 = 105 códigos diferentes nas condições do enunciado. 
Resposta correta: ( A ) 
| Distribuições de 
De acordo com a informação do enunciado relativa ao valor médio, sabemos que: Ap 
Pira E SME SM es 
24 24 24 24 
Como a soma das probabilidades tem que ser 1: 
b +a+2a=l eb? 3al P32) sp-a o 
24 24 
1 
SS eh Se Shs S 
24 8 8 2 
Resposta correta: ( C ) 
| Triângulo de 
Pascal 


A linha do triângulo de Pascal em causa é composta pelos elementos do tipo ulg k € sabemos que | 


a linha tem 112 elementos. 


Analisando os primeiros elementos da linha, ee Sale me =111, mie = 6105 e 


ee = 221815, é possível concluir que apenas os três primeiros são inferiores a 10º » pelo que 


z Aro oat . 5 
também os três últimos serão inferiores a 10° . 


Assim, existem 6 números inferiores a 10° num total de 112, pelo que existem 112 — 6 = 106 


om ae , 106 53 
elementos que são maiores. Ou seja, a probabilidade solicitada é TE = Fa | 


Resposta correta: ( B ) 


RESOLUÇÕES 


Funções 


Como (x, ) é uma sucessão de termos em ]-1 ; 1| e lim( x, ) = 1, sabemos que os termos da 
Limite segundo 
Heine sucessão são inferiores a 1, pelo que lim( f ( Xn ) ) = o f ( x ) : 

xS 


Logo, pela observação do gráfico é possível afirmar que lim( f ( Xn ) ) = +00, 


Resposta correta: ( A ) 


1.º derivada 


Sabemos que o declive, m, da reta tangente ao gráfico de uma função é dado pelo valor da sua 


derivada no ponto de tangência. 


(ž+2) 1 : 
Como (1) = estes Ti 
3 3 


Também sabemos que o declive de uma reta é dado pela tangente da sua inclinação, œ , pelo que 


Há 
m=1ga=t8(2)=1. 


Ba ie tok a li O eee cee 


Resposta correta: ( D ) 


Assintotas 


Como lim, f ( x) = +œ , a reta de equação x = 1 é assintota do gráfico de f ; 
x1 


Como lim ( f(x) - 2x ) = 1, então a reta de declive 2 e ordenada na origem 1 também é 
X—> +00 

assíntota do gráfico de f . Logo, a reta de equação y = 2x + 1 é outra assíntota do gráfico da 

função. 


Assim, x = l e y = 2x + 1 são equações de duas das assíntotas do gráfico de f . 


Resposta correta: ( B ) 
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N.” complexos 


axo =(2+i)(3=ki)=(2+i)(3+ ki)=6 + 2ki+ 3i +ki? = 6- k + i(2k +3 
1% % ( ) ) ( ) es 


Para que z, x 5 seja um imaginário puro, 6 — k = 0. 


Ouseja, k = 6. 
Resposta correta: ( D ) 


Potências e 


A 4 Su ERRA 3 g raizes 
Seja z o número complexo cuja imagem geométrica é o ponto A e w o número complexo cuja 


imagem geométrica é o ponto F. 


Assim, Z = acis{ -2 ). 
2 
Como o polígono tem nove lados, arg( w) = arg( z) +2nx 
x 
Logo, arg(w) = arg(z) + —— = -= + —— = — 


Como |w] = |z| = 3, temos que: w = scis{ UF). 


Resposta correta: ( B ) 
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RESOLUÇÕES 


GRUPO II 


1.1. 


Temos que: 


Assim, 


2.2 FASE, 2012 


Conjuntos e 

condições 
m m 

Dado que cos( a + 5) = -—-sena e sen( a + z) = cosa , temos: 


: m : m 
(cosa + isena ) + (cos(a + z) + isen( a + a) = 


= cosa + isena — sena + icosa = cosa — sena + i( sena + cosa) 


q + 2 


o nº T as 
Assim, como & € eae então: 


e sena > 0 e cosa > 0, consequentemente sena + cosa > 0 & Im( z + 2 )> 0; 
e sena > cosa logo cosa — sena <0 & Re( VA + a) <0. 


Como Re( Z + 2, )< Oe Im( z + 25 )> O, a imagem geométrica de z} + z, pertence ao 


segundo quadrante. 


Probabilidades 


Distribuição 
normal e 
distribuição 
binomial 


Como a experiência “Analisar um pacote de açúcar” se repete dez vezes, de forma independente, a 


distribuição de probabilidades da variável X: “Número de pacotes de açúcar em condições de 
serem comercializados”, segue o modelo binomial (P( X=k)= "Cy x p* od i A ie 


Considerando como sucesso o acontecimento A: “Pacote de açúcar estar em condições de ser 


comercializado”, a respetiva probabilidade é: 

p= P(A)=P(5,7<Y<7,3) =P(6,5-2x04<Yr<6,5+2x0,4)=0,9545 
Logo, 

q = P(A) =1- P(A) = 1 - 0,9545 = 0,0455 


Assim, temos n = 10, k = 8, p = 0,9545 e q = 0,0455 , pelo que: 


P(X = 8) = !°c, x (0,9545)® x (0,0455)” = 0,064 


271 


RESOLUÇÕES 


Combinatória | 2.2. 


A resposta I considera que o número de grupos diferentes, formados de modo a que pelo menos 
uma das duas irmãs não seja escolhida, corresponde ao número total de grupos que se podem 
formar, com exceção daqueles em que ambas as irmãs estão presentes. 


A resposta I representa precisamente essa diferença entre a totalidade de grupos diferentes de 30 


funcionários que se podem formar de entre os 500 existentes es ). e o número de grupos 
diferentes que se podem formar, nos quais as duas irmãs estão incluídas ( Beg 28 ). 


Na resposta II, 2 x RO y representa o número de grupos diferentes que se podem formar nos 
quais uma das irmãs está presente. sos C49 representa o número de grupos diferentes formados por 


funcionários, excluindo qualquer uma das duas irmãs. Assim, 2 x ca + fo representa, 


igualmente, o número de grupos diferentes nos quais pelo menos uma das duas irmãs não pertence 


ao grupo. 


Axiomatica 

P(A A B|B)+ P(AlB)=1 6 a E) E B) egr -16 
P((AUB)nB) P(A 8) _, 
PB) PB) é 
P((AnB)U(BnB)) P(A nB) | 
5: P(B) E(B) 
P(ANB) P(ANB)_, 
PB) P(B) — 
P(AN B)+ P(A AB) 
mai |), ame 
o PBI- P(A B)+P(A NB) _, 

P(B) o 

a5 BUR) 4 os 
P(B) 
&l=l 


Como se queria demonstrar. 
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2.4 FASE, 2012 


4.1. 


f(0) cae okt! 


Funções 


Limites 
E ett eft | e* = 

lim f(x)= lim —— =- lim —— = -4 lim 

x50* x20 x x20 x x=>0* 4x 


Seja 4x = y. Quando x > o+, yo o*t » pelo que: 


4x 
—4 lim a lim er Wl RR 
x30t 4x y>0 y 


Como lim f(x) = f(0), então: 
x50* 


psp Der a bile ke class 


4.2. Assintotas 
A função é contínua no intervalo ]-o ; o[ por ser o quociente entre duas funções contínuas: 
função seno e uma função irracional. 

Da mesma forma, a função é também contínua no intervalo jo ; +oo [ uma vez que se trata do 


quociente entre uma função exponencial e a função identidade, ambas contínuas no seu domínio. 


Assim, como a função é contínua em R\{ 0 } , Só poderão existir assíntotas verticais em x = 0. 


Ora, como vimos na questão anterior, lim f(x) =-4. 
xo 0+ 
senx senx ES Aa 
lim f(x)= lim ———— = lim — * = 
x0 AR LEA a RR A lex 14 Sae 
senx x (1+ 1-2") senxx (1+ J1- 2°) 
x07 z¥ x50- e 
1 — ( l- x J 
; 3 
l+yi-x 
= im =x e] y 
x50 x x50 x2 
2 
= ] x — = +00 
ot 


Assim sendo, x = 0 é assíntota vertical unilateral à esquerda do gráfico da função f. 
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2ºderivada | 4.3. 


Para estudar o sentido da concavidade e a existência de pontos de inflexão no gráfico da função g, 


determinemos a expressão da segunda derivada: 


4x 4x 4x 
; 1 -l+e 1 l-e” -1 -e 
(x)= pa) -1e tie ah. 
x x x x x 
j = Me eae o este 4x +1) 
A a Rate E 
x x 
Calculemos os zeros da segunda derivada: 
4x 
e (- 4x41 
Roca ee ee tycoons ene 
x 
o e =0 SERES 
eS 4 
equação impossível 


Assim, estudando a variação de sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das 


concavidades do gráfico de g , temos: 


Podemos então concluir que o gráfico da função g tem: 


1 
e um ponto de inflexão para x = EE: 
e a concavidade voltada para cima em x € Jo ; i : 


e a concavidade voltada para baixo em x € È , +oo l : 
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Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, representamos, numa janela adequada, a curva 


correspondente à função f e a reta de equação y = — x (bissetriz dos quadrantes pares). Assim, 
podemos encontrar as coordenadas dos pontos A e B (pontos de intersecção da função f e da 


reta de equação y = —x). 


(—0, 16;0, 16) 


Calculando a distância entre os pontos A e B , vem que: 


d = J(-0,16 - (-6,85)) + (0,16 - 6,85)? = 9,46 u.c. 
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Funções | 


Funcões | 
trigonométricas | 


Teorema de | 
Bolzano | 
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6.1. 


6.2. 


Os triângulos [ ABE | ; [ BCF ] ; [ CDG | e [ DAH ] são geometricamente iguais ou congruentes, 
por terem os lados correspondentes geometricamente iguais. 


Seja M o ponto médio de [ AB |: 


ME — 
eee SiS T Stee 
AM 2 
_ 4x 2tgx 
AABE] = 2 Stie 


A área sombreada é dada pela diferença entre a área total do quadrado (16) e a soma das áreas dos 


quatro triângulos não sombreados. Assim, 
a(x) =16-4x4tgx © a(x) = 16 - lotgx & a(x) = 16 (1 = tgx) 


Como se queria demonstrar. 


A função a é contínua em Jo ; al , pelo que também o será em | a E z| ; 


Como (E) =11,71 e (5) = 4,38 ,e como 11,71 > 5 > 4,38, então, pelo teorema de 


m n 
Bolzano, existe pelo menos um x € IE 3 al , tal que a(x) =i = 


FIM 


Época Especial, 
2012 


GRUPO I 


| Probabilidades 


Para constituir um número capicua de seis algarismos, há 9 hipóteses para preencher as centenas 


de milhar, o zero está excluído, enquanto que para as dezenas de milhar e os milhares qualquer um Ed 
dos 10 algarismos existentes serve. Por ser capicua, não há liberdade de escolha para as centenas, 
as dezenas e as unidades, se já tiverem sido selecionados os três algarismos iniciais. Sendo assim, 
há 9 x ae = 9 x 10” = 900 números capicuas com seis algarismos. 
Resposta correta: ( B ) 
| Distribuições de 
i | probabilidades 


Comecemos por determinar o valor a atribuir à variável a de forma a satisfazer as condições 
dadas. 


Se P(X = 0 v X = 1) = 0,81, entdo 2a + a = 0,81. 
: 0,81 
SSI A E BE AO a e 


Como 1 — 3a = 1 — 0,81 = 0,19 e 2a = 2 x 0,27 = 0,54, 
podemos concluir que: u = —1 x 0,19 + 0 x 0,54 + 1 x 0,27 = 0,08 


Resposta correta: ( C ) | 


| Probabilidades 
Para o produto ser zero, a bola retirada do saco terá que ser a que contém o número 0. 


] 
Assim, P (“sair bola com o número 0” ) = = 


Resposta correta: ( D ) 
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Funções 


No intervalo em que h(x) < 0,0 sentido da concavidade do grafico de h é voltado para baixo. 
i te No intervalo em que h”(x) > 0,0 sentido da concavidade do grafico de h é voltado para cima. 
Como o zero de h”(x) está associado a uma mudança de sinal da segunda derivada, nesse valor 
existe um ponto de inflexão do gráfico da função A . 


Das quatro representações gráficas apresentadas, a única que pode representar o gráfico da função 


h é a da opção (A). 


Resposta correta: ( A ) 


Assintotas 


A assíntota horizontal do gráfico de g será do tipo y = b, onde: 


7 lim (er — 3) a 
x OO es E 
E in Ro e ce re 
xo+0 f(x) lim f(x) 3 3 
X— +00 
Logo, a assíntota horizontal do gráfico da função g tem de equação y = —1. 
Resposta correta: ( D ) 
Temos que: 
loga yb x c = loga( Jb x JENE loga Jb b + loga Jc = = EE +3 = 
l c 
= logab + 3 = s +3 


Resposta correta: ( C ) 
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N.” complexos 


Operações 


l l l-i l-i l-i | 1 
W=-— = x = s= SS] 
edad ft feio 2 2 

Assim, 
Estes k=—+1 bal 
2 Es Er 2 
=2 = Ei --3x(-3} Sa 
p= P 2 2 nas 
Então, 
3 l 6 l 7 
k+p=>+—>=>+—=— 
Dio AA Abr PA 


Resposta correta: ( D ) 


Se aplicarmos o teorema de Pitágoras no triângulo retângulo assinalado na figura a sombreado, 


o CAN = - o 
o tm(2,) = -2 v Im(z,) = 5 


—1— 
impossível (zy €1.°Q) 


Resposta correta: ( B ) 
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GRUPO II 


N.” complexos | 1. 


1.1. 


Poténcias e : F 
ADOS Consideremos 2 = pcisO 


Na forma trigonométrica: p = |z| = Jez% + (-8) = | 64 x 3+ 64 = ./256 =16 


sen@ = Ee © sen@ = -— 
16 


2 
cos6 - = cos@ = 3 


~—>,entao 0 = — (por exemplo) 


aja 


06€4°Q. 


; : x 
Assim, z = 16cis| —— |. 
6 
Determine-se as raízes de índice 4 de z: 


-Z PRN 


Jz = t6cis( -Z ) = 4/16 cis = ,k=0,1,2e3 


= 2eis( -2 + =), KEN 2 
2 2 


pelo que temos: 


q = 2ais{ -2 | 

x x = 2ci 11z 
Z) = 2cis “a! = Zcis Era 
23 = 2eis( -2 + z) = 2cis{ SF ) 


4 
a i 2eis( -2 + =) = 2eis( | 
24 2 4 
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1.2. Conjuntos, 
Seja w = a + bi um qualquer número complexo não nulo. fe EE 
Então, 

- 1 l = à 1 ; 1 
w=- x= © w= — a -bi = —— & a - bi = ———— e 
2 w 2w 2(a + bi) 2a + 2bi 


o (a — bi)(2a + 2bi)=1 © 2a? + 2abi -2abi -2b?i? = 1 6 


2 
© 2a +20? = 1 © 2(a? +b?) =1 © a? +? = o 


o fate = fi o fea? = 2 


Pelo que | w| = a Deste modo, a imagem geométrica de w pertence à circunferência de centro 


£ 
2 


: . v2 
naongem e raio S: 


2. Probabilidades 
Consideremos o seguinte diagrama, em que E é o acontecimento “apostar no euromilhões”, E é 
o acontecimento “não apostar no euromilhões”, T é o acontecimento “apostar no totoloto” e T é 
o acontecimento “não apostar no totoloto”: 
T P( EAT) = 0,8 x 0,25 = 0,2 
0.25 ( ) = 0,8 x 0, 
E ee 
0,8 T P(ENnT)=0,8 x 0,75 = 0,6 
0,75 
T 
7 = P( Ea) = 0,05 
2.1. Probabilidade 


condicionada 
Como P(ENT ) = 0,05 e P(EnT)=1-(P(E) + P(ENT))=1-(0,8 + 0,05) = 0,15 


Então P(T) = P( EAT) + P( ENT ) = 0,2 + 0,15 = 0,35. 
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Combinatória | 
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Sabemos que 80% dos funcionários apostam no euromilhões. 


Como 0,8 x 50 = 40 ,são 40 os funcionários que apostam no euromilhões. 
Usando a lei de Laplace para determinar a probabilidade pedida: 
O número de casos possíveis é dado por Nes ; 


O número de casos favoráveis: 
10 


e de 8 funcionários, 7 apostarem no euromilhões é dado por RUC x Ci 
e de 8 funcionários, 8 apostarem no euromilhões é dado por salen 
: o see CR CG. 
Assim, a probabilidade pedida é dada por 30 = 0,49. 
C 
8 


Éroca ESPECIAL, 2012 


A e B são dois acontecimentos independentes. Pretende-se provar que: 


P(AnB)+ P(A)x(1-P(B))=P(A). 
A e B serem independentes significa, por definição, que P(A) x P(B) = P(ANB). 


Comecemos por demonstrar que se 4 e B são independentes, então permanecem independentes 


os seus respetivos acontecimentos complementares, 4 e B. 
Ora, 


P(AnB)=P(AUB)=1- P(AUB)=1-(P(A)+ P(B) - P(ANB))= 
=1-(P(A)+ P(B) - P(A) x P(B)) = 


=1- P(A) - (P(B) - P(A) x P(B)) = 


Il 
pad 
=> 
i 
= 
Ai 
x 
| 
2 
= 
i 


P(A) - P(B) x P(A) = P(A) x (1- P(B)) = P(A) x P(B) 

Portanto, fica provado que A e B também são independentes quando os acontecimentos 4 e B o 
são. 

Posto isto, demonstremos a igualdade pedida. Consideremos o primeiro membro da igualdade e 


façamos: 
P(AnB)+P(A)x(1-P(B))=P(AnB)+P(A)x P(B) = P(AnB) +P(ANB), 
usando o facto de A e B serem independentes. 

Continuando e, uma vez que ANB e ANB são disjuntos, por um dos axiomas de Kolmogorov, 
P( AN B) + P( ANB) = P(( AN B) U(AnB)) = P(An( BUB)) , tendo posto em evidência 
A. 

Mas, 

P(An ( BUB)) = P(AN E) = P( A) , sendo E o espaço de resultados. 
Logo, ficou provado que: 


P(AnB)+ P(A)x(1- P(B)) = P(A). 
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Gl t) = 0,522 x e Ol! define uma função real de variável real que é contínua no seu domínio, 
por se tratar de um produto entre uma função polinomial e uma função exponencial, em particular 
é contínua em [0, 15] 3 

Como 

c(0)=0,5 x0* xetlX0 e c(15)=0,5 x e a ~ 25,102 
podemos concluir, pelo teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante, nos primeiros 


15 minutos, em que a concentração foi 13 gramas por litro, uma vez que C ( 0 ) <13<C ( 15 ) ; 


1.º derivada 


Comecemos por determinar a expressão da função derivada, 


C(t)=2x0,5t xe! + 0,54? x (-0,1) x oO"! = 
= pee ll . 0,051? e O! = ¢ Olt (+ = 0,052”) 


Calculando os zeros da função derivada, temos: 


C(t) =0 e! (+-0,052)=0 0 Ol! = OVE - 0,05 =0 6 


—— 
impossível 
e t (1- 0,05t)=0 &t=0v1- E E E S 
0,05 


©t=0vt=20 


Recorrendo a um quadro que relaciona o sinal da função derivada com a monotonia da função: 
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5.1. Continuidade 


Para que a função g seja continua, tem que ser contínua para x = 0 , ou seja, lim g(x) = g(0). 
x0 


x 
=x + sen( 5 
Sin Ap N 
x50 x70 x x0 x x0 x x 


e  3(0) =e8-1 


E E ips ey eee Se ea te ; 
2 2 2 
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Funções | 5.2. 
trigonométricas , , 


1.º derivada l 
pee Como f'(x) =| -x + sen| Ž =-1+{=] x cos| = |=-1+-cos| É , temos: 
2 2 2 2 2 


2f’(x) =(f(x) + x) -162x [-1 + e E) =|-x + sen( 5) + 3j -16 


2[ x x 
o ea dr —|-2=0 
cos @ cos 5) 


Aplicando a fórmula resolvente de equações do segundo grau: 


(=) -1 + 1?-4 x 1 x (-2) x (z) 
cos} — | = ———— © cos| — |= -2 v cos| > |=1 6 
2x1 2 2 


equação impossível 
x x 
o cos( 3) =16 cos( 5) = cos(0) & 


S-=0+2kn,keZ so x= 4kr,kezZ 


NES 


Se k = O,então x = 0; 


Se k = 1,entéo x = 47; 


As soluções da equação 2f'(x) =( f(x) + x) - l,em ]-2x , Sr | , são Oe 4z. 
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Funções, 
12 derivada e 


A ai d t rte da função h é ão I. 
opção que pode representar uma parte da unção e a opção 2° derivada 


e Podemos rejeitar a opção II porque, como lim (h(x) = 1) =0 & lim A(x) = 1, a função 
X——00 x 


— —o0 


h admite como assíntota horizontal a reta y = | e não a reta y = -1. 
e Rejeita-se a opção III porque sabemos que a função h tem um mínimo relativo em Ja F c| ea 


representação gráfica nesta opção mostra uma função crescente, não existindo mínimo no 


referido intervalo. 
e Rejeita-se a opção IV porque sabemos que h”( x) > 0 para x >b , ou seja, no intervalo 


Jb , +00 [ a representação gráfica da função h tem a concavidade voltada para cima, o que não 


acontece com a representação gráfica da função desta opção. 


Resolução 
. ; : áfi 
O ponto P será da forma P( xy À ( x )) . Como a distância do ponto P à origem é 2, então: o 


2 


OP =2 J(x-0) +(f(x)-0) zelo) +(f(x)-0) =46 


2 
e x? + (ex + In( 3x + 1)} 4 


Assim, visualizando na calculadora o grafico das funções y=4 e 
2 Ox 2 e z 
Jp =X + ( e + In( 3x + 1)) + numa janela coerente com o domínio da função 


([o ; 1] x [0 3 8]) (reproduzido na figura seguinte) e determinando a intersecção das duas, 


obtemos os valores aproximados (às centésimas) das coordenadas do ponto: P( 0,48 ; 4) ; 


Ou seja, o valor aproximado às centésimas da abcissa do ponto P é 0,48. 


FIM 


sá 287 


GRUPO I Es 


| Probabilidades 
Como a comissão deve ter exatamente duas mulheres, num total de três pessoas, esta será 


ER, Pare Combinatoria 
constituída por um único homem. 

Logo, como existem seis homens no grupo, existem seis formas distintas de escolher o homem que 

integra a comissão. 


f : : 3 á 
Por cada uma das seis escolhas anteriores, existem C, formas de escolher duas de entre as três 


mulheres que existem no grupo (não se considera a ordem relevante, porque não existe referência 
a diferentes estatutos na comissão). 

: O aE ‘ 3 
Assim, de acordo com a restrição imposta, existem 6 x `C, formas de escolher os elementos da 


comissão. 


Resposta correta: ( B ) 


Distribuições de 
probabilidades 


Uma vez que: P( > 1) P( X 


X = 
P(X <2)=P(X=0)+ P(X 


2)+ P(X=3)=b+b=2be 


1) = a + 2a = 3a „então 


P(X >1)= P(X <2) © 2b = 3a e b=5. 


Como a soma de todas as probabilidades é um, temos: a + 2a+b+b=1 & 3a+2b=1 


Logo, podemos calcular os valores de a ede b: 


3a b= 3 3a 3a 
b = — 2 b = — b = — 
2 = 3 &S 2 & 2 © 
3a+2b=1 3a42x > =] 3a Ba =1 6a =1 
= 5x5 b= = b= 
o a o e a 
eG za 6 


Assim, calculando o valor médio da variável aleatória X , vem: 
u=0Oxa+rlx2a+2xb+3xb=2a+5b 


Substituindo os valores de a e de b obtemos: 


eee a 
6 4 12 


Resposta correta: ( D ) 


Distribuição 
normal 


Funções 


Limite segundo | 
Heine | 


Assintotas 
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Sabe-se que 11 é o valor médio, 4 , de uma distribuição normal da qual o desvio padrão, O , é um 
número natural em que P( X> 23) = 0,02275. 


Como numa distribuição normal 


P(u -20 < X < u + 20) = 0,9545 
1 — 0, 9554 
= 0,02275 , então 2 


1 — 0,9554 
o 120,9545 — + 
2 


i 
= J > 
u— 20 u u+2o 


P(X > u + 20) = 0,02275. 
Assim, 4 + 20 = 23. 


Dado que yu = 11 temos: 11 + 20 = 23 & 20 =12 &0=6. 


Resposta correta: ( C ) 


Como im( =] = 0* ,entio lim f(x,) = lim f(x). Sendo sen(—x) = —sen( x), vem que: 
n x50+ 


x50 x50+ x x50* x30" x 


lim f(Xn) = lim, f(x) = lim sent) = lim (=) =- lim sala) =-1 


SY” 
limite notável 


Resposta correta: ( A ) 


x) 


Sabendo que m = lim ,em que m é o declive de uma assíntota do gráfico de f , temos: 
Xx5+o X 
fing ta ned es epee E + dal | -16 
x 3 +00 3x xo+ol 3x 3x 
© lim ln(x) | lim ia 
x>+o 3x x—>+o 3x 
aa lim ACE lim do SA 
3x>+% x 3x—+00 x 
RES lim l ro lim f(z) _ 
3x9+e x x9+o xX 


Logo, uma assíntota do gráfico de f , se existir, é uma reta de declive 3, pelo que a única equação, 


de entre as hipóteses apresentadas, que pode definir uma assíntota do gráfico da função fé 
y= 3x. 


Resposta correta: ( D ) 


1.2 FASE, 2013 


Funções 
exponenciais e 

1.º derivada 
° f(0) ==] e g(0) =a =a? = 1, o ponto P(0 7 1) pertence aos gráficos das 


duas funções, pelo que a afirmação I é falsa; 


e paraa >1 a função gl x) = a * é estritamente decrescente, então também a afirmação II é 


falsa; 

e f(x)= (a*) = a” In(a),então f’(-1) = a! In(a) = - In(a) = na) e como 
g'(x) =(a*) =-a*In(a),então g'(1) = -a in(a) = —Lin(a) = le) 
Assim, f’(-1) - g(1) = tala) - (-=2) = inte) + na) = Zola) , pelo que a 


afirmação III é verdadeira. 


Resposta correta: ( B ) 


N.º complexos 


Operações 


Portanto, i 8n x j8n—1 4 j8n-2__j — 1 éum número complexo cuja representação geométrica 


pertence ao 3.º quadrante, e de entre as opções apresentadas, w} , é o único número complexo com 


representação geométrica neste quadrante. 


Resposta correta: ( C ) 


Como |z| = \(-8)" +62 = /64 + 36 = V100 = 10 e arg(z) = æ então z = 10cis(a). 


Assim, temos que: 


ome: z? É E raio (ae -(-a))) = 


10cis( -a ) 


= cis(-Z) x (10cis( 30 )) = 10cis{ - a4 3a ) = 10cis( 3a — z) 
2 2 2 


Resposta correta: ( A ) 


La E 


N. complexos 


Potências e 
raizes 


Operações 
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1, 


1.1. 


1.2. 


GRUPO II 


Escrevendo z € Z) na forma trigonométrica, temos: 
2 2 
a= E + Die = JT 4 {2 É) JE JE + fF in fF i> fF E 


2 =1l+i = J2 cis , pois 


elal =y? +1? = v2 


etg@=1e 0 e1°Q.,logo 6 = s (argumento positivo mínimo). 


Assim, 
zy 2 cis— ( aa ) 
— = = cis} — — — | = cis— 
2 2 cis— 2 4 
a ; E A i 
Como — é uma raiz quarta de w, aplicando a fórmula de Moivre e escrevendo w na forma 
22 


algébrica, obtemos: 


Sabendo que 25, =1l-ie 2, =cisa,vem 
23 + Dae cisa + l — i = cosa + isena +1 —i = cosa + 1 + (sena — 1)i 


Como 23 + Z2 é um número real, então Im(z3 + 22) =0 logo sena -1=0, ou seja, 


sena -1=0 sena=1e a= +2kr,keZ 


3 
Como @ € ]-2x , -a[, para k = —] , temos @ a 2n = a 


1.2 FASE, 2013 


Probabilidades 


Probabilidade 
condicionada 


2.. 
Consideremos o seguinte diagrama em que: 


e preta é o acontecimento “a bola ser preta” e branca “a bola ser branca”. 


e par “a bola ter um número par” e ímpar “a bola ter um número ímpar”. 


02 = 
p] preta 
5 
Of ímpar = 
18 36 
pas =x 0,6 = — = — 
to 50 100 
2 branca 
5 
04 ímpar 
Assim, a probabilidade pedida é: 
(era e par) 30 
P(preta e par In 8 2 
P(pretalpar) =————— = q Sa an 
P(par) 8,36 
100 100 


Probabilidades 


2.2. 
A probabilidade de sair uma bola branca na primeira extração é igual a — , segundo os dados do 


problema. Como a extração é efetuada sem reposição, a probabilidade de sair uma bola branca na 
3 
>n -1 


segunda extração, sabendo que saiu bola branca na primeira extração, é dada por: merie 

3 Sn -1 Sn -3 

Logo, a probabilidade de ambas as bolas serem brancas é dada por: 5 x A = rage 
7 


Como se sabe que a probabilidade de ambas as bolas serem brancas é igual a —~, tem-se 


7 
3 cm À 
20 n#1 

o 36n- 35n=6-35 5 n=25 


(Za -3) x 20 = (Sn -= 5) x 7.64 36n- 60 = 35n - 35 © 


N | \o 
Ss 

Mal ey 
wml w 
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Axiomatica 


De P( AU B) = E , temos sucessivamente que: 


P(AUB) B o P(ADB)=De1-P(ANB)=D @P(ANB)=—. 
16 16 16 
— 1 3 
Atendend P( B) = — ‚então P| B) =1 - — =-. 
tendendo a que ( ) então ( ) bd 
De P( Al B) = —, temos sucessivamente que: 
= P(AQB = 
P(4|B) = 2 6 | = VAT eam eee 1 © (AnB)=—. 
12 P(B) 12 4° 4x3 16 
Sabendo que P(A) = P(A n B) + P(ANB),então P(A)=} + L= É =+ 
16 16 16 2 
Funções 
Assintotas A função é contínua no intervalo |- o, of por ser o quociente entre duas funções contínuas. Da 


mesma forma, a função é contínua no intervalo Jo ; +00 [ por ser o produto entre duas funções 


contínuas, então a função f é contínua no seu domínio. 


Assim, como a função é contínua em RN {o} , Só poderão existir assíntotas verticaisem x = 0. 


Como 
x x 
: e -l ; e -l x 
lim x)= lim = lim x —— |= 
da ) x07 ef* —] EA x 5] 
= lim x lim 1x lim a 
x00- x x07 ett 1 x70" et — 
limite notável =1 x 
a 1 = 1 1 
Fi 4x ay - 
Es a(e =1) 354 4x e ba ER 
x507 4x JV y 
limite notável =1 
e 
(+) Inl -1 l 
lim f(x)= lim (xin(x)) =, lim —22= tim ED lim  =0 
x50* x50* yo aie y aa AR Yr 


— nn À 
limite notável =0 


conclui-se que o gráfico da função f não tem assíntotas verticais. 


1.2 FASE, 2013 


4.2. 1. derivada 


Como g(x) = f(x) -x+ In? x, substituindo f(x) por xln( x ), temos: 
g(x) = xIn(x) —~x+In?x. 
Comecemos por determinar a primeira derivada da função g : 


z , , 


g'(x) = (xIn(x)) + (- x) + (In? x) =1x In(x) + ~-1+ 2In(x) x 


= m(x) + 2in(x) = ( 1 + 2 )n(x) 


il 


* pm 


Calculemos os zeros de g” no intervalo jo E e|: 


, 2 2 
&(2)=0(142}in(x)=0e142 =0vIn(x)=0 &x=-2vx=l. 

x x 
No intervalo considerado, x = 1 é o único zero de g’. 


Estudando a variação de sinal da primeira derivada e relacionando com a monotonia da função g, 


vem: 


Podemos então concluir que a função g: 
e é decrescente em |0 , 1 ]e crescente em [1 , e]. 


e tem um mínimo relativo iguala —l para x = 1 e um máximo relativo iguala 1 para x = e. 


RESOLUÇÕES 


| Pretendemos os valores de x € Rt para os quais a área do triângulo [ ABP | é 1. Assim, temos 


| de determinar x tal que: 


(5-2)x lg(x)] 2 2 2 
— =l S (2 a) = =" el x) = Ma ee 
5 el = 2 a(x)= Fv gl) = -4 
Recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, representamos, numa janela adequada, a curva 
R z by 2 2 
correspondente à função g e as retas de equação y = 3 e y= aa 


Assim, podemos encontrar as coordenadas dos pontos P,, P,, P; e P, (pontos de intersecção da 


2 
função g com as retas de equação y = A ey=-—). 


Vejamos os gráficos: 


De onde verificamos que os valores aproximados das abcissas dos pontos A , Pa, P} e Py são: 


x=0,31v x =0,6l1 v x = 1,56 v x = 2,52. 


1.2 FASE, 2013 


1.º derivada e 


a e é assintotas 
A opção que pode representar a função g éalV. 


Observando o gráfico da função f e tendo em conta que e * > O para qualquer xe R, e 


relacionando o sinal da primeira derivada da função g com a monotonia da função g , temos que: 


Na opção I, a representação gráfica não se adequa à situação descrita no ponto de abcissa —1 

porque a derivada nesse ponto é negativa e, de acordo com a tabela anterior, g'( -1 ) =0. 

Rejeitamos a opção II porque apresenta um máximo relativo para x = 2 quando para este valor a 

função g tem um mínimo relativo, conforme pode ser constatado na tabela. 

A opção III é rejeitada porque im ( g(x) — 2) = 0, o que significa que a reta de equação 
x +o 

y = 2 é assíntota do gráfico de g , e nesta representação gráfica a assíntota é a reta de equação 


y=-2. 


Ey Ei 
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Funções 


trigonométricas e y 5 . E . o 
1.º derivada Como a reta tangente ao gráfico da função g no ponto de abcissa a é paralela à reta de equação 


1 a eee 1 
y= a + 1, então o seu declive é igual a ne 


Dado que a derivada de uma função num ponto é igual ao declive da reta tangente ao gráfico nesse 


: } 1 
ponto, temos que determinar a tal que g ( a ) =_. 


2 


Determinemos a expressão analítica da função derivada de g : 


g'(x) =2cos(2x) + sen( x). 


Vamos, então, resolver a equação g'(a) = 7 
g(a) = - © 2cos( 2a) + sen(a) = ; = 2( cos (a) - sen?(a)) + sen(a) = 5 o 
o 2(1 = sen? (a) - sen? (a )) + sen(a) = ; o 


e2- 4sen? (a) + sen( a) — 
©- 8sen? (a) + 2sen(a) +3=0 
Considerando b = sen( a ), temos que: 


- 8sen?(a) + 2sen(a)+3=0 & - 8b? + 2b+3=0. 


Aplicando a fórmula resolvente para equações do 2.º grau, temos: 


-2 + J4 +96 2+ 
- 8b? + 2b + 3 = 0 e b= =X sp EHD 


Temos então que sen( a ) = 2 v sen( a) = Rc 


Como o domínio de g é + A of , neste intervalo a função seno é negativa, pelo que a 
e SRD E 
condição sen( a) = A é impossível. 
Assim, tem-se 
1 m m 5r 
sen( a) = 2S sen( a) = sen Er Sa= oe + 2kr va = “E +2kr,ke Z. 


Como a € \-3 : o| „o valor de a é igual e 


1.4 FASE, 2013 


Teorema de 
Bolzano 
Consideremos a função g , definida por g(x) = f(x) = f(x + a) . Assim, g(x) =0 é 


equivalente à condição dada, f( x) = F( x+a ) . 
A função g é contínua no intervalo [-a ; 0) , por ser a diferença de duas funções contínuas 


nesse intervalo. 


Averiguemos se g(—a) x g(0)<0. 

g(-a) = f(-a) - f(0) = f(a) - f(0), pois f(-a) = f(a); 

a(0) = f(0) - f(a) =-F(a) + f(0) = -( F(a) - f(0)). 

Como f(a) > f(0) = f(a) - f(0) >0 = g(-a) >0, 

de igual modo g(0) = -( f(a) - f(0)) <0. 

Assim, concluímos que g(-a) x g(0) <0. 

Como a função g é contínua no intervalo | -a , 0] e g(-a) x g(0)< 0, pelo teorema de 
Bolzano, a função g tem, pelo menos, um zero no intervalo |~a , O[ , o que permite concluir 


que a condição al x) = f( x+a ) tem, pelo menos, uma solução em ]-a ; of À 


FIM 


FN = 


2.º Fase, 


2013 


GRUPO I 


Colocar os 9 discos brancos no tabuleiro é escolher 9 dos 16 quadrados. 
Haverá tantas formas diferentes de colocar os 9 discos brancos quantos os subconjuntos de 9 


quadrados num total de 16, não considerando a ordem relevante porque os discos são iguais, ou 
seja, Bez 

Para cada forma de ocupar 9 quadrados com os discos brancos, haverá 16 — 9 = 7 quadrados 
livres para colocar os 3 discos pretos. E haverá tantas formas de colocar estes 3 discos pretos 


quantos os subconjuntos de 3 quadrados dentre os 7 quadrados livres, ou seja, E X 


Por isso, há a x IC. maneiras diferentes de colocar os 12 discos nos 16 quadrados do 


tabuleiro. 


Resposta correta: ( B ) 


Como o segundo e o penúltimo números de qualquer linha do triângulo de Pascal são iguais e o 
produto do segundo elemento pelo penúltimo elemento de uma linha é 484, podemos calcular o 


valor de ambos: 


aX a= 484 & a? = 484 = a=VJ84 ea=22 
a>0 


Assim, temos que a linha em causa tem 23 elementos da forma cal 3 


Logo, só existem 6 elementos desta linha que são inferiores a 1000: 


ao = es (=1) ; 2c = FG (=22) e ainda Ec, = EC (= 231), uma vez 


que AC. = Cio = 1540 e todos os restantes são superiores a estes. 


Então, sabemos que existem 23 — 6 = 17 elementos superiores a 1000 num total de 23, ou seja, o 


valor da probabilidade é = : 


Resposta correta: ( C ) 


Probabilidades 


Combinatória 


Triângulo de 
| Pascal 


Funções 


Logaritmos 


Teorema 
de Bolzano 


1.º derivada e 
2.º derivada 


1.º derivada 
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Usando as propriedades dos logaritmos, temos que: 
1 
loga( a” x zo ) + qiBa _ loga( a” + loga yb +b=5+ joel) +b= 


= 5+ iloggb +b=S+ 2X 34+b=S414b=645 


Resposta correta: ( A ) 


Como a função f é contínua em [-e A 1],e l< a < e, ou seja, f(-e) < 3 < f(1), então 
podemos concluir, pelo teorema de Bolzano, que existe, pelo menos, um c € ]-e A 1[ , tal que: 


f(c) = > Logo, f(x) = : tem, pelo menos, uma solução em ]-e ; NE 


Resposta correta: ( D ) 


Por ser f’ uma função de domínio real, f é uma função contínua. 
Como f'(a) =0, (a if (a)) é um ponto notável do gráfico de f , extremo ou ponto de 
inflexão. Saber que f(a) = —2 garante-nos que numa vizinhança de a a concavidade do 


grafico de f está virada para baixo e, por isso, f admite como máximo relativo f ( a ) : 


Resposta correta: ( B ) 


O gráfico da função f é a imagem por translação segundo o vetor ( 33 0) do grafico de g e, por 
isso, intersecta o eixo Ox em x = 1, x = 3 e x = 5, com um máximo relativo em x = 2, um 
ponto de inflexão em x = 3 e um mínimo relativo em x = 4. Dois dos gráficos apresentados 
para f” intersectam o eixo das abcissas em x = 2 e x = 4, mas só um deles passa de positivo 
(f crescente) a negativo (f decrescente) em x = 2 (máximo), e de negativo (f decrescente) 


a positivo ( f crescente) em x = 4 (mínimo). 


Resposta correta: ( A ) 


2.2 FASE, 2013 


O conjugado do complexo z é Z=2-bi. 


Como b < 0 ,então -b > 0. Logo z pertence ao 1.° quadrante, pois tanto a parte real como o 


coeficiente da parte imaginária são positivos. 


x E: A > ; 
Como q e |0, rile então —@ pertence ao 4.º quadrante, pelo que não poderá ser o argumento 


de z. 
Assim, são eliminadas as opções (B) e (D). 


O módulo do conjugado do complexo z é: |z] = 27 + (-b y : 


3 
Como este módulo é maior do que 2, então não poderá ser >? pelo que se elimina a opção (A). 


Então, a única resposta possível é a (C), pois o argumento é um ângulo do 1.º quadrante e o 


módulo é maior do que 2. 


Resposta correta: ( C ) 


Podemos reescrever a condição dada na seguinte forma: 
m 
Ssje-3+]s3n sao 3+i)s Z o 


; 2 
oe arg(z — (3 -i)) < = 


3 : 
@5s|z-(3-2)|s3 A 
Assim, sendo o ponto P a representação geométrica do número complexo 3 —i, a condição 
define o conjunto de pontos do plano complexo que: 


eestio a uma distância do ponto P tm) 


: 3 
compreendida entre — e 3; 


e definem com a semirreta paralela ao eixo real 
com origem no ponto P e que se prolonga no 


sentido positivo do eixo, um ângulo OP 


m 
compreendido entre aoe e H rad E 


Resposta correta: ( A ) 


N.” complexos 


Operações e 
demonstrações 


Conjuntos e 
condições 
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GRUPO II 
N.” complexos . 
1.1. 
Poténcias e Escrevendo Z) e z, na forma trigonométrica, temos: 
raizes 
1+ v3i 1 5 
Re a o o e OR =). 
2 2 2 2 2 2 2 3 
pois 
1 BY) At 3 
“= (5) É) - +22 
2 2 4 4 
3 
2 27 mass 2. 
e tg0= ae 3 e€€2.Q., logo O = Et (argumento positivo mínimo). 
e 


Q 
fo) 
3 
© 
N 
N 
— 
z3 
Il 
AE NS 
N 
R 
e 
VE 
| 
ala 
—— 
SS 
= 
II 


E x 
2" cis| -= x n |, então 
6 
n 2 2 . 
(z2) é um número real negativo quando: 


+ 
-Z x n= a+ 2km, k e Z e n = MEME, e Z e n= 6 - 12k, k e Z. 


Fazendo concretizações de k , obtemos n = 6 para k = —1 , sendo este o menor valor natural de 


n x 
n tal que (z) é um número real negativo. 


Operações | 1.2. 


P ps 
cos( x - æ) + icos{ E 7 a) cos(7 — a) + iseng 


cosa + isena@ cosa + isena@ 


“cos(mx-a)+isn(x-a) cis(mx-a) 
g cosa + isend E cisa 


= cis( x -a- a)= cis( z — 2a ) 


Como se queria demonstrar. 
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2.2 Fase, 2013 


Probabilidades 


Sendo B: “Sair número menor do que 3”, então B : “Sair número 3”. | 
AE 5 | Axiomática e 
Sabe-se que P(A U B) - P(A ^ B) =>. | probabilidade 

9 condicionada 
Então, 


P(AUB)-P(ANB)=DP(ANB)-P(ANB)-56 
e1-P(ANB)-P(ANB)=5 e 
S1-2P(ANB)-=>6 | 

e-2P(ANB)-S-16 

e -2P(ANB)="5 e 

2 


pees a eae 


Sabe-se também que P( B| A) = =. 


Então, 
Pala) = 5 Lee des 
ENE an B) 

7 

Dado que P(A ^ B) = = , temos: 


Uma vez que A = {1 2 3y, e como AN B= {1} e B= {3} são dois acontecimentos 


incompatíveis, então P(A) = P(A A B) + P(B). 
Pelo que P(B) =P(A)-P(AnB) e P(B) = 5 ee Z o P(B) -5 


Assim, conclui-se que a probabilidade de sair o número 3 é 5 ; 


ie eae 
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3.1. 


Como a probabilidade de escolher, ao acaso, um jornalista e este ser do sexo feminino é 5 e como 


; i ; 2 2 ; , MEN) 3 
existem 20 jornalistas, então o número de jornalistas do sexo feminino é dado por 5 x 20 = 12, 


sendo os restantes 8 do sexo masculino. 


Os valores da variável aleatória Y são: 0,1 e 2. 


Assim, a tabela de distribuição de probabilidades da variável aleatória Y é: 


3.2. 


2.2 FASE, 2013 


Pretende-se determinar o número de maneiras diferentes de os 20 jornalistas se sentarem nas três 


primeiras filas, ocupando completamente a 1.º e a 2.º filas. 
. 20 8 

Resposta I: “ Cj x 16! x “A, 

Existem 20C  ¢ maneiras diferentes de formar grupos de 16 jornalistas, de entre os 20, para 


ocuparem as duas primeiras filas. Para cada grupo de 16 jornalistas existem 16! maneiras de 


ocuparem os 16 lugares nas duas primeiras filas. Restam 4 jornalistas, que têm disponíveis 8 
cadeiras na 3? fila. Há Ao maneiras diferentes de os restantes 4 jornalistas se sentarem, 


ordenadamente, em 4 cadeiras de entre as 8 disponíveis. 


Para cada uma das hipóteses de dispor cada grupo de 16 jornalistas nas duas primeiras filas, 


existem cA, de sentar os restantes 4 jornalistas na 3. fila, pelo que, ao todo, temos 


Di x 16! x RE formas diferentes de os 20 jornalistas se sentarem nas três primeiras filas, 


nas condições do enunciado. 


Resposta II: As x RA x aA, 

Existem as maneiras diferentes de se sentarem, ordenadamente, 8 jornalistas escolhidos entre 
os 20, na primeira fila. Sentados 8 jornalistas, restam 12, sendo que 8 destes deverão ocupar 
completamente a 2.º fila. Existem As formas diferentes de os 8 jornalistas, escolhidos de entre 
os 12, ocuparem as 8 cadeiras da 2. fila. Ocupadas as duas primeiras filas, restam 4 jornalistas, 
para os quais há EA formas diferentes de se sentarem ordenadamente em 4 cadeiras das 8 que 
constituem a 3.º fila. 


Assim, existem TA, formas diferentes de dispor cada grupo de 8 jornalistas na primeira fila, para 


cada uma destas existem Ha de ocupar a 2. fila, e para cada uma destas existem As formas 
diferentes de sentar os restantes 4 jornalistas na 3.º fila. 
Portanto, ao todo, há DA: x IA, x 8A, formas diferentes de os 20 jornalistas se sentarem nas 


três primeiras filas, de acordo com o enunciado. 


Combinatória 
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4.1. 


A função f écontínuaem x = l seesóse lim f(x)= lim, f(x) = f(1). 
x> xo 


Comecemos por calcular os limites laterais: 


Atendendo a que o limite da soma é igual à soma dos limites das parcelas, quando estes existem, 


averiguemos se estes existem: 


; l-x E 
SHES 


lim ————- = - lim sen(x - 1) 
x>əlt l-x x51t x-l 


— 
limite notável 
Como os limites das parcelas existem, então 


im (DE tel). rey ia sen(x - 1) 1 


lim cy ee EN 
xo l- x xolt l-x xolt l-x 2 2 


Donde concluímos que f não é contínua em x = 1, porque os limites laterais são diferentes. 


2.2 FASE, 2013 


4.2. 


O gráfico de f admite uma assíntota de equação y = mx + b, quando x->—©, se existirem m e 


b finitos. 
3+x 
3+x x(e + 2) 
: . + ; E 
m= lim f(x) =) Jim = e = lim = lim ja + 2e 2a 
x>- X x>- x x=- x X——00 
porque lim et* =0 
X——00 
3 é 
b= lim (f(x)-2x)= lim (xe3** +2x-2x)= lim (xe?**)= tim E 
x 00 x— -o x>- x5-o e 
l x 
Fazendo y = —-x, vem y—>+œ quando x—— 
3 3 y 
lim y= lim £p =0,dadoque lim — = +0. 
Xx9—o € y> +o —e yto y 
x y 


O gráfico de f admite uma assíntota oblíqua de equação y = 2x quando x—>-—œ%. 


RESOLUÇÕES 


2.º derivada 


Para estudar o sentido das concavidades e a existência de pontos de inflexão no gráfico de g, 
determinemos a expressão analítica da segunda derivada de g. 


$ A ib die aioe’ adn) \ gt DG a 
s(x) =( Iolo + ot 4 anf ACA) eae 


Como xe Rt, entio e* + 6e ™* + 4x >0. 
Calculemos os zeros da segunda derivada de g: 


g”(x)=0 S e — 66% +4=0 e” 448 -6=06 


x_ —4+ /16-4x1x(-6) 


CE = esa ie O 


se =-2- 10 v e = -2 + J10 


impossível 


s =-2+ J06 


SO x= In(-2 + 10) 


Assim, estudando a variação de sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das 


concavidades do gráfico de g , temos: 


Podemos então concluir que o gráfico da função g tem: 


e aconcavidade voltada para baixo no intervalo jo , In( -2 + J10 ) it 
e aconcavidade voltada para cima em [ in( -2 + J10 ) : +l ; 


e um ponto dc inflcxão dc abcissa in( —2 + /10 ) : 
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Resolução 
gráfica 
1+ Inf x? + 1) 
Consideremos a representação gráfica de f definida por f (x) =-x-3 , ho 
intervalo [-1 ; 2 
| 
A área do triângulo [ AOP | é minima quando a altura do triângulo, relativamente à base [04] 1 
for mínima, o que acontece quando a ordenada do ponto P for o máximo de f , no intervalo 
[-1,2]. 
Por observação do gráfico de f ,sabemos que o seu máximo é, aproximadamente, —2,92. | 
Assim, porque a área do triângulo [ AOP | é dada por 
xis 21D (q) 
nor] 5 2, 2 
a área mínima é 2,92. 
311 


Tendo em conta os dados da figura, tem-se que: 


F aor] = 20A + AB, porque OA = OB 


Determinemos OA É 


OC 3 
cos| 7 — U)=—— © Cos T -a) = —_—= 
(r-a) =E e cos(a - a) = A 

© 0A = 3 > 

cos(x - a) 

= 3 

A easter 
= 3 
A 

E cos( æ) 

e AC, 

AC AC 

ela — a) = = e eea] 


e AC = 3g( r-a) e 
e AC = —3tg(a) 


Pelo que, AB = 2 x (-3tg(a)) = —6tg(a). 


Assim, 


F aor] = + 20A = 
3 
=-6tg(u)+2x o) = 
a sata) 


P(a) = -6tg(a) - PTC é € \-3 al 


Como se queria demonstrar. 


2.2 FASE, 2013 


72. 1.º derivada 


O declive da reta tangente ao gráfico da função P é igual à derivada da função P no ponto de 
abcissa oe ; 
6 


Assim, determine-se a derivada da função P : 


P'(x)= eo E =| = 


cos( x ) 
(sto) - [58 | 
E e TE SET ia - 
eee Seo) cos? (x) 


a q EEN arg). 
: cos? (x) l cos” (x) 
= —6 — 6sen(x) 

cos? (x) 


Pelo que se conclui que o declive da reta tangente ao gráfico da função P , no ponto de abcissa 


CURE 
6 


FIM 
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Época Especial, 
2013 


GRUPO I di ii 


Probabilidades 


Temos que A e B são acontecimentos incompatíveis, logo P( ANB ) =0. 
Axiomática 
Como P(A N B) = P(B) - P(A @) B) e P(A N B) = 0 , vem que: 


P(A ^ B) = P(B), pelo que P(B) = 0,55. 

Como P(A U B)= P(A) + P(B)- P(ANB), P(ANB)=0 e P(A) =0,3, temos 
que: 

P(A U B) = 0,3 + 0,55 - 0 = 0,85 

Assim, pelo teorema do acontecimento contrário, vem que: 

P(AU B)=1- P(AU B)=1 - 0,85 = 0,15 

Finalmente, pelas leis de De Morgan, temos que: 


P(A N B) = P(AU B) = 0,15 


Resposta correta: ( C ) 
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Esboçando a representação geométrica das probabilidades dos três acontecimentos, vem: 


Acontecimento / 


11,5 12 Classificações 


Acontecimento J 


11,5 ý 16, 5 Classificações 


Acontecimento K 


9 11,5 Classificações 


Assim, podemos afirmar que o acontecimento J é o mais provável e o acontecimento J é o 


menos provável, pelo que: 


P(J)<P(K)<P(1) 


Resposta correta: ( A ) 
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3. Combinatória 
Para que a comissão seja mista, deve ter pelo menos um rapaz, e como deve ter mais raparigas que 


rapazes, então o número de comissões diferentes que se podem formar pode ser calculado como a 
soma de comissões diferentes relativas a composições de dois tipos: 


e 3 raparigas e 2 rapazes 


Como a ordem não é relevante, podemos escolher 3 raparigas do conjunto das 15, de C3 
formas diferentes, e podemos escolher os 2 rapazes do conjunto dos 7, de KR formas 


diferentes. Logo, existem 5 C3 x Kon comissões deste tipo; 
e 4 raparigas e 1 rapaz 
As comissões deste tipo são Pe 4 X 7, que correspondem a escolher 4 das 15 raparigas e 1 


dos 7 rapazes, sem considerar a ordem relevante. 
Assim, o número de comissões diferentes que se podem formar, de acordo com as condições 
impostas, é: 


Dede pe ET 


Resposta correta: ( B ) 


4. Funções 
Determinando a expressão da segunda derivada da função f , vem: 
” , E 2-1 , . 
f(x) =(f(x)) = 2442) x (44x) =2(4+x)x(0+1)=2x+8 hee a 


Calculando o zero da segunda derivada da função f , temos: 
f"(x) = 0 & 2x + 8=0 6 2x=-8 oe x=-4 


Estudando o sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das concavidades do grafico 


da função f , temos: 


Logo, podemos concluir que o gráfico da função f tem um ponto de inflexão de coordenadas 


(-4, £(-4)). 


Resposta correta: ( D ) 
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Assintotas 


Como lim (f(x) + 2x ) = 2, temos que 
X——00 


lim (f(x) + 2x -2) =0+ lim (f(x) - (-2x +2)) = 0,0 que significa que a reta de 


X—-—oo X—)—oo 
equação y = —2x + 2 é assíntota do gráfico de f quando x—-—oo. 


O único gráfico que admite a reta y = —2x + 2 como assíntota é o gráfico da opção (A). 


Resposta correta: ( A ) 


Simplificando a condição In( e* — a) < O e tendo em conta que a função logarítmica, de base 
e , tem imagens não positivas para x € jo 1], temos: 


* asle 


In(e™ -a)<0@0< e% -aslse*=asDae 
eset>anetf<i+as-x>In(a)a-x<In(l+ta)o 
ex<-In(a)ax>-In(l+a) 


Assim, S$ = [-1n(1 + a) K -In(a)[. 


Resposta correta: ( B ) 
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N.” complexos 


Escrevendo (1 +i ) na forma trigonométrica, temos (1 +i ) = pcis( 0) , onde: 
ep=|l+il= yi? +1 = V2; 


° tg(0) = L = 1; como o afixo de (1 + i) pertence ao 1.º quadrante, O é um ângulo do 1.º 


Conjuntos e 
condições 


m ii poe 
quadrante, logo O = a cargumento positivo mínimo). 


Portanto, (1 + i) = (2 ciss. 


Pela fórmula de Moivre para a potência, temos que: 


2013 
wa(iaay = (Vat) = (JB) cis (2013 x z) E (JB) cis (2 ) 


4 

Assim: 
4x5 

(we 20137 _ (4 x 503 +1)" _ 4x 503m +m 4x507 7 oy, T 

4 4 4 4 4 4 
Pelo que: 

m 4n n SM E pee 

arg( w) =m + A + RE (argumento positivo mínimo). 


Ou seja, a representação geométrica de w é um ponto do 3.º quadrante que pertence à bissetriz dos 


quadrantes ímpares, pelo que Re( Z ) = Im( z ) . 


Resposta correta: ( D ) 
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Operações | 8. 


As operações “multiplicar por i” e “transformar no conjugado” correspondem geometricamente 
“ ~ s . m . 22 6 . fal 
a “fazer uma rotação de centro em O e amplitude — radianos” e “encontrar o ponto simétrico 


relativamente ao eixo real”, respetivamente. 


Assim, se considerarmos as operações inversas, pela ordem inversa, a partir da imagem 
geométrica de z (como indicado na figura seguinte), obtemos como resposta a imagem 


geométrica de z}. 


“23 é 


Ou, dizendo de outra forma, se w = z} , temos que w= 25 4eix w=ix 2% = Z, pelo que 


| W =g” 


Resposta correta: ( C ) 


| 
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GRUPO II 
3 
Como cos22 = ~cos~ = Ro e scene Sn e Lon que: 
6 6 2 6 6 2 


1+ tee SE) = non SE sixt) a1 Ji +: =1- J3i-1= 
= -/3i = VJci(-5) 


Escrevendo 1 + 43 i na forma trigonométrica, temos 1 + 4y 3i = pcis(6 ), onde: 


v3 ee 
° tg(0) = ET = 3% como o afixo de 1 + V3i pertence ao 1.º quadrante, O é um ângulo do 
1.º quadrante, logo O = © (argumento positivo mínimo). 
‘ : . 
Assim, | + Jai = nse 


Portanto, 


oe 


243 (2 | 243 (E) 
= cis} — + — |= cis| — 
3 6 6 3 6 
; Z cisO 1 x 3 z) 
= ão — = = = 0 dão 
Se z cis(6) , então a 5 Fa 243 cis( 0 6 } Saes 6 
3 6 3 


hn Ghee E Z E 
E como — é número real negativo, | 2) = mH + 2kr, ke Z,e assim temos que: 
Z “1 


0- ant 2kr, keZ e0 =n + TE + kn, keZ o 


0 =F 4 Es akn, ke Z æ 0 = HE + akn, ke Z 


Como 0 e [0 , 2z[,k=0 e 6=—. 


i 


N.º complexos 


| Operações 
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1.2. 


— — É T 
Sabemos que |z,| = || e que arg( z3 ) = —arg( z ) logo Z = Ja -%). 
Assim, temos que o polígono regular pode ser decomposto em n triângulos isósceles, congruentes 
com o triângulo OAA’ , em que o ponto A é a imagem geométrica de z} e A” é a imagem 
Bie: = : A Fi m m 
geométrica de z,. Como a amplitude do ângulo AOA’ é 2 x D = 6° sabemos que 


O A ye 
6 x 


= 12 
Assim, temos que 2, (e também z, ) são raízes de índice 12 de w , ou seja, w = (z) ; 


Logo usando a fórmula de Moivre e escrevendo o resultado da potência na forma algébrica, temos: 


w= aye = ZB = (V2) eis(12 x z) = 64cist = — 64. 


Época ESPECIAL, 2013 


Probabilidades 


Considerando a experiência aleatória que consiste em escolher, ao acaso, uma lâmpada produzida 


Probabilidade 


nessa empresa, e os acontecimentos: pA 
condicionada 


F : “A lâmpada escolhida é fluorescente”; 


T : “A lâmpada escolhida tem a forma tubular”. 
temos que P(F) = 0,55, P(T|F)= 0,5 e P(T|F)=0,9. 


Organizando os dados numa tabela, obtemos: 


Total 


P(F)=1-P(F)=1-0,55=0,45 


x P( TIE) = 0,55 «0,5 = 0,275 
T ^ F) = 0,55 = 0,275 = 0,275 


T|F) = 0,45 x 0,9 = 0,405 


P(T) =1 - P(T) = 1 - 0,68 =0,32 


Assim, calculando a probabilidade de, ao escolher, ao acaso, uma lâmpada produzida nessa 
empresa, ela ser fluorescente, sabendo que tem a forma tubular, e escrevendo o resultado com 
arredondamento às centésimas, temos: 


P(F aT) _ 0,275 


= 0,86. 
P(T) 0,32 


P(F|T) = 


323 


324 


RESOLUCOES 


3.1. 


Existem 12 bolas numeradas de 1 a 12 e só 2 delas têm um número múltiplo de 5 (a bola com o 


número 5 e a bola com o número 10). 
Assim, ao retirarmos 3 bolas, podemos ter 0 bolas numeradas com múltiplos de 5, apenas 1 bola 


numerada com um número múltiplo de 5 ou 2 bolas numeradas com números múltiplos de 5. 


Calculando as respetivas probabilidades temos: 


2 10 
Cy Cy © 158120 12012 26 
p(X =0)= p — = <2- Z -2-2 
l ) a6, 20 ©2220 22211 


2 10 
Ca x E 1x 10 10 1 
(x ) C3 220 220 22 
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Distribuição 
i 5 z E s : binomial 
Como as sucessivas extrações das bolas são feitas repondo a bola extraída anteriormente, cada 
repetição da experiência é feita de forma independente das restantes. 

Definindo o acontecimento “registar número múltiplo de 3” como sucesso, este acontecimento 
tem probabilidade não nula em cada repetição da experiência, e como as repetições são 


independentes, a probabilidade é constante em cada uma delas. 
Assim, para a aplicação do modelo binomial ( P( X= k) = "¢ k p* da k ) , como o João fará 


extrações sucessivas até ter registado 8 elementos, temos que a experiência será repetida 8 vezes 


Como definimos o acontecimento “registar número múltiplo de 3” como sucesso, temos que a 
probabilidade é p = t = 5 (das 12 bolas, 4 são múltiplos de 3: M3 = 13; 6, 9, 12 }). 


Logo, a probabilidade do insucesso é q = 1 — $ = z, 
Como se pretende calcular a probabilidade de que, nas 8 experiências, sejam registados 


exatamente 5 vezes números múltiplos de 3, temos que k = 5. 


Assim, temos que: 


mesa) =] AB) e 


Como se queria demonstrar. 
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Funções | 4. 
Como o declive da reta tangente ao gráfico da função, em cada ponto, é dado pela função 
aes derivada, determinemos a sua expressão analítica: 


f(x) = (Inx + cosx - 1) = (nx) + (cosx) E (1) = L + (-senx) - 0 = - — senx 


Como o declive de uma reta é dado pela tangente da sua inclinação, temos que: 


m=tgE =1 
4 


Logo, a abcissa do ponto A é a solução da equação 
1 
f(x) =1le =- senx =1 
x 
Assim, visualizando na calculadora gráfica o gráfico da função f’ ea reta y = 1, numa janela 


coerente com o domínio da função f (0 <x< x) (reproduzido na figura seguinte), e 


determinando a interseção das duas, obtemos os valores aproximados (às centésimas) das 


coordenadas do ponto: 1 ( 0,63 ; 1,00 ) ; 


Ou seja, o valor aproximado às centésimas da abcissa do ponto A é 0,63. 
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5.1. 
Sabemos que f(0) ='Ink 


Calculando lim f ( x ) temos: 
x07 


2 x 3x 
lim f(x) = lim zy = lim 3 = lim no x — = 
x70 x70 1-e x507 (e x 1) x50 2 E 1 
= x lim a x lim TE x l 
= —— A == x = = —— ERES Ea? — 
x50 e —1 2 50 e —1 2 i $j 
2x x507 2x 

oa l Iean meee 

aot =] P| 2 

lim — 

y> 7y 


Limite notável 
(1) (se y = 2x,como x-0° então y50 ) 
Assim, para que lim f ( x ) =f ( 0 ) , temos que: 
x07 


3 .3 
— -ntok=eZ. 
2 
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Começamos por determinar a expressão da derivada da função, para x € Jo 3 +oo[ ; 


Eer E 


x+1 
(6x) (x +1) - (6x)(x +1) 
a (x +1) E 
tia — a = 
x+1 
6(x + 1) - cent + 0) 6(x + 1) - 6x 
areas (x + 1) lee x+1 5 
E 6x a 6x ii 
x+1 
6x + 6 — 6x 
E Ss ES ET E ee 
2 6x ADE 6x(x+1) 2 x(x+1) 


Determinando os zeros da derivada em jo 7 +oo[ , vem: 


1 1 1 1 2 
=e =0 -= —— 1)=2 -2=0 
2 x(x+1) T x(x + 1) dx+)*0 REAR ERR ar 
-1 + J1?-4x1x(-2) 
© x = a Sx=lvx=-2 


2x1 
Como -2 ¢ Jo ; +| , 1 é o único zero da derivada em Jo ; +Í. 
Estudando, neste intervalo, a variação do sinal da derivada e relacionando-o com a monotonia da 


função f , temos: 


Assim, podemos concluir que f ( 1 ) é um extremo relativo da função f em jo ; +oo [ : 


Calculando f ( 1 ) , temos: 


Como se queria demonstrar. 
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Assintotas 
Como y = 2x -l é assíntota do gráfico de g, e o domínio da função g é R*, temos que 
lim elx) =2. 
X—+00 xX 
Uma vez que o dominio da função h é R*, calculemos o valor de lim h( x ): 
X—>+00 
2 2 
Ls 
lim h(x)= lim (s(+)) = lim 1 _ (s(x) = 
X— +00 X— +00 x XxX +00] x x 
2 2 
1 x 
Spo u ui ) =—- lim eo = 
X—+00 x X—+00 x +% x +00 x 
=0 í li s(=)) 2? = -4 
X—>teo X 
Como lim h(x) = —4, o gráfico da função h tem uma assíntota horizontal, de equação 
X— +00 
y = —4,como queriamos provar. 
7.1. Funcões 
trigonométricas 


Consideremos DA a medida da altura do triângulo e EC a medida da base. 
Sabendo que CA=1, porque é a medida do raio da circunferência, temos que: DA = senx e 
DC = cosx. 

Como ED = 6 , temos que: 

EC = ED + DC © EC = 6 + cosx 

Logo, calculando a área do triângulo, obtemos: 


EC x «DA _ (6 + cosx)(senx)  6senx + cosx senx cosx senx 
Oh  —_ =3senx+ ——————— 


4 AEC | 2 2 2 
Uma vez que sen( 2x ) = 2senx cosx , podemos escrever: 
2cosx senx senx 


cosx senx sen( 2x ) 2x) 
= 3senx + ———— = 3senx + i = 3senx + ——-—— = 
A AEC] 2 4 


— 3scnx + a sen( 2x) 


Como se queria demonstrar. 
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72. 


A função f resulta de operações sucessivas de funções contínuas em R, pelo que é uma função 


m m 1 m m 1 m 
Se = 3 = + — 2 niat = = = e, = 
il sen sen x = 3sen( + sen( = 2,37 


4 
Como 1,72 < 2 < 2,37, ou seja, Al z) Cope (=) , então, podemos concluir, pelo teorema 


ano que fle)=2 , OU Seja, que a equação f(x) 2 


i nu 
de Bolzano, que existe c € JE 


tem, pelo menos, uma solução em JE A a : 


GRUPO I as 


| Probabilidades 
Sabe-se que P(A) =04e P(A) = ] — 0,4; então, P(A) = 0,6. 
Probabilidade 
Como P( B | A) = 0,8 podemos escrever: | condicionada e 
axiomática 
P(B|A)= 0,8 & a = 0,8 & P(B NA) =0,8 x 0,6 P(BNA)=0,48 


Por outro lado, sabe-se que P(B) =P(A OB) +P(A nB) e como P(A A B) = 0,2 , vem: 


P(B) = 0,2 + 0,48 & P(B) = 0,68 


Resposta correta: ( C ) 


Combinatória 
Existem a oP maneiras diferentes de escolher 6 posições, de entre 10, para colocar os 6 
algarismos 2. 
Colocados os algarismos 2, restam 4 posições para dispor 4 algarismos escolhidos de entre os 
restantes 8. Assim, há 8 hipóteses para cada uma das posições, ou seja, 8x 8x 8x 8 = g4 
possibilidades. 
Teremos então ao todo SE x 8º números naturais de 10 algarismos com exatamente 6 
algarismos 2. 
Resposta correta: ( A ) 

Funções 
Dado que x, = ar ex >0,VYneN,então lim l ) = 0" , isto é, Xn = OF, ' Limite segundo 

n no+ol fn ee 


Assim, pela definição de limite segundo Heine, 


1 1 
lim f(x,)= lim f(x) = lim H-3)- Pad conse canta 


Portanto, lim 
n5+o ACA ) ESS 


Resposta correta: ( C ) | 
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Teorema de 
Bolzano 


Como o teorema de Bolzano garante que a função f tem pelo menos um zero no intervalo 
jo 5 1[ e f é continua em R, qualquer que seja k € R , determinemos os valores reais de k tais 
que f(0) x f(1) < Ox 

Como f(0) =k x + 0=k e f(l)=kxe+l=ek+1 tem-se: 

f(0) x f(1) <0 &kx (ek +1) < O, inequação do 2.º grau para os valores de keR\ {0}. 


Como e > 0, a parábola que constitui o gráfico da função definida por y = ek? + k tem a 


concavidade voltada para cima. 


Assim, f(0) x f(1)<0 & kx (ek +1)<0 & ek? +k<0Sk<0nk>-L. 
e 


Cálculos auxiliares: 


EE E E E VE a= 
e 


: A RR ND 1 
Portanto, o conjunto solução da condição é o intervalo + -—,0 | , 
e 


Resposta correta: ( B ) 


1.º derivada 


2) na 
2 
r()=[a+m(2)) Ag). xl ye RY, vaeR*. 
x 


Resposta correta: ( B ) 
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Geometria 
Como o plano a é definido pela equação 4x - z+1=0,o vetor, n , de coordenadas 
3 Equações de 
(4, 0, -1 ) é normal ao plano a. ES CREES 
Seja r um vetor diretor da reta r . Como a reta r é perpendicular ao plano @ ,os vetores r e n 
são colineares. 
A reta definida pela condição: 
e da opção (A), tem um vetor diretor Te = (4; 1,0 ) , que não é colinear com o vetor n, visto 
que não existe A e R tal que n = Ar, . 
e da opção (B), tem um vetor diretor mE =(0, 1,0 ) , que não é colinear com o vetor n, visto 
que não existe À E R tal que n = Airis 
e da opção (C), tem um vetor diretor Te = ( 1, 0, 4 ) , que não é colinear com o vetor n , Visto 
que não existe A E R tal que n = Are. 
Assim, a reta definida pela condição da opção (D) é a reta r pois tem um vetor diretor 
rp = (4, 0, -1), que é colinear com o vetor n, visto que existe Ae R (A = 1) tal que 
n= Ai. 
Resposta correta: ( D ) 
Funções 
Como os pontos B e C têm a mesma abcissa e C e D têm a mesma ordenada, o triângulo [ BCD ] é 
be Funções 
retângulo em C. trigonométricas 
a BC x CD 
Portanto, a área do triângulo [ BCD ] pode ser dada por: A BC D] oo Sal 


Como œ& é a amplitude, em radianos, do ângulo AOB e a circunferência tem centro O e raio 1, o 


ponto B tem coordenadas ( cosa , sena ) 3 


Então, BC = | sena | e CD = OD - OC = CD = 3 - |cosa]. 


m 
Como a e E ; a|. sena > 0 e cosa < 0, pelo que |sena| = sena e |cosa| = —cosa 
Tem-se então, 
BC x CD sena x |[3-(—cosa 
EBC, o = an (rasa) =(3+cosa)sena 
4 nc] 2 A acp| 2 BCD| 


Resposta correta: ( C ) 
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No plano complexo, as imagens geométricas das n raízes de índice n de um número complexo 


z, não nulo, são os vértices de um polígono regular de n lados, com centro na origem do 
referencial. Como o polígono regular da figura 2 tem 6 lados, então n = 6. 
As raízes sextas de um número complexo z têm todas o mesmo módulo e os seus argumentos 


2 ARE LO we EAD ITS N 
estao em progressão aritmética de razão Ea = — 


x" 
Seja w a raiz sexta do complexo z que tem por imagem geométrica o vértice C de coordenadas 


(-2V2 , 2v2). 


Como w = Np + 2V2i , então 


|w] =|-2V2 + 242i] =  (-2v2) + (nz) = [8+8 =4. 


Sendo 0 um argumento de w, tem-se que tg( 6) = — =-l. 


Como w é um número complexo cuja imagem geométrica, C, pertence ao segundo quadrante, vem 


x 3m DE Jax 
0=1n- A = E (argumento positivo mínimo). 


Ê PELA E Ao $ 
Assim, w = 4eis( T é uma das 6 raízes de índice 6 de um número complexo z. 


Uma vez que as raízes sextas de um número complexo z, têm todas o mesmo módulo, as 


alternativas (A) e (C) não estão corretas, pois o módulo dos números complexos dados não é igual 
a4. 


Para obter um argumento da raiz sexta do número complexo z que tem por imagem geométrica o 
ee pa n eR ur 
vértice E basta adicionar a + — ao argumento de w, isto é, 


on 4x 47 17x 
= — + — + — = — 
12 12 12 12 


Assim, a raiz sexta de z, cuja imagem geométrica é o vértice E, é o número complexo 
(177 
4cis| — |. 
12 


Resposta correta: ( D ) 
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GRUPO II 
Seja w = —1 + V3i . Escrevendo w, na forma trigonométrica, temos: 
j 2 
* [l= y6 + (v3) =2 
27 
e sendo O um argumento de w,, como @ E 2.º quadrante e tg = -/3, vem 6 = ar 


(argumento positivo mínimo). 
: DA 
Assim, w= 2cis—. 


Considerando w, = 1 — i e escrevendo w, na forma trigonométrica, temos: 


w,| =a) s = 


e sendo 8 um argumento de w,, como f e 4° quadrante e tgB =-1, vem B = ari 


(argumento principal). 
Logo w, = Bas{ 5). 


Substituindo em 2, vem: 


SJ 


x AY es a ; ; x 


= aveis = ) 
4 
2 
Calculando z, x (z) na forma trigonométrica, temos: 
2 
z x (z,) = 442 cs( = | x (cisa E = 4/2 cs( = | x cis(2a)= 4V2 «(4 + 2a) 


2 2 
Para que z% x (z,) seja um imaginário puro, temos que are( z x (z2) ) = 3 +kr,keZ. 
Ou seja, 


Z +2a=5+kr, keZ e n+ 8a = 2r + din keZ e 8a =n + Akt, k eZ e 


p= EO er 
8 2 


Como @ e [0 ; | , concretizando os valores de k, obtemos para k =0 e k=1, @ = 


ola 
o 


5a s ; eus : E 
a= Tae respetivamente, os valores para os quais Z, X (z) é, no intervalo pedido, um 


imaginário puro. 


N.” complexos 


Operações 
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Demonstrações | 1.2. 
Sabe-se que |z =zxz, VzeC. 
Assim, 


|1 +z? +1 -zÊ <10 @ (1+ 2)(i+z)+(1-z)(i-z) <10 © 
e(1+z)(1+z)+(1-z)\(1-z)<10 6 
el+z+z+zxz+l-z-z+zxz<l0 © 
©2+2xz<sl0ezxz<4 e| <s4e 


e -2< |z|<26eļ|z|<2 


Como se queria demonstrar. 


Probabilidades 
2.1. 


Combinatória : a . gates à 
Dado o acontecimento B: “As três bolas retiradas não têm a mesma cor”, o acontecimento 


contrário é B: “As três bolas retiradas têm a mesma cor”. 


O acontecimento B ocorre apenas quando as três bolas retiradas tiverem cor preta. Atendendo a 


z A ae A P pa ed 9 
que a extração das três bolas é simultânea, o número de casos possíveis é dado por “C3 e o 


2 P4 . a A . Ds: 6 
numero de casos favoráveis à ocorrência de B é iguala C}. 


Assim, a probabilidade de as bolas retiradas não serem todas da mesma cor é 


= 5 16 
Bi) = P(B Haha Sete Se 
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Como X é o número de bolas retiradas da caixa, até ser retirada uma bola preta, a variável 


aleatória X pode tomar os seguintes valores: 1,2,3 e 4. 


Seja P o acontecimento “sair bola preta”. Para determinar a probabilidade de cada um dos 


valores da variável, consideremos o seguinte diagrama: 


6 
A ad? 
9 
6 P 
3.8 
9 `P 6 p 
Non 
g P 
1,P 
| Sa 
— "CR 
7 
Ro 
P 


Distribuições de 
probabilidades 
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Probabilidade 
condicionada 


Pl A | B) designa a probabilidade de o acontecimento A ocorrer sabendo que B já ocorreu, isto é, 


a probabilidade de o número registado no primeiro lançamento ser negativo, sabendo que o 
produto dos números registados nos dois lançamentos é positivo. 

Se o produto dos números registados nos dois lançamentos é positivo, isso significa que esses 
números são ambos positivos ou ambos negativos. Determinemos o número de casos possíveis 


com recurso a uma tabela de dupla entrada: 


Admitindo que o acontecimento B se realizou, sabemos que o 
produto dos números registados nos dois lançamentos é 
positivo, pelo que existem 10 casos possíveis, dos quais apenas 


um é favorável à realização do acontecimento A, ou seja, ha 


apenas um caso em que o número registado no primeiro 


lançamento é negativo. 


De acordo com a lei de Laplace, o valor pedido é: P( A | B) =o 


Geometria 

O ângulo AHC é o ângulo formado pelos vetores HC e HA. 

Produto escalar Como o ponto A pertence ao semieixo positivo Ox, as suas coordenadas são (a ,0 10), com 
a > 0 . Como a aresta do cubo é 3, o ponto A tem coordenadas ( 3,0,0 ). 

Dado que o ponto C pertence ao semieixo negativo Oy e a aresta do cubo é 3, as suas coordenadas 

são (0,-3,0). 

Como a é a amplitude do ângulo AHC , tem-se que: 

ag ee = E HC + HA 

HC + HA =||HC|| x || HA!) x cosa & cosa = pe DO 
|[#C|| x ||#4|| 


Por outro lado, tem-se: 

HC =C -H =(0,-3,0) -(3,-2,3) =(-3,-1,-3); 
HA = A - H =(3,0,0)-(3,-2,3) =(0,2,-3); 
HC + HA = (-3,-1,-3)+(0,2,-3)=0-2+9=7; 


7c || = (3)? + (-1)? + (-3)? = Vide ||HAl| = fo? + 2? + (-3) = VB. 


Assim, 
HC + HA 7 7 

cosa” = ——————— & cosa = © cosa = ——. 

[Hc| x [EZ 19 x V13 247 
Como sen? a + cos” a =] , temos: 

2 

sen? æ + z5) = Io sen? q =1- Dha Vendy 

247 247 247 
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| Funções 
A função f é contínua em x = 4 se,esóse, lim f(x) = lim f(x) = f(4 Je | ont 
x5 47 x54+ | 
Comecemos por calcular os limites laterais: 
lim f(x)= lim (In(2e* - et )) = n(2e4 - 4) = m(t) = 4. 
x= 4t x2 4t 
x-4 
: : —3x +11). : E 
lim f(x) = in| ; indeterminação do tipo 2 
x> 4 x> 4 4-x 0 
Fazendo a mudança de variável: y= x — 4 4 x = y + 4.Como x>4" então yo0 . 
Assim, 
x-4 x-4 
ES (=) TEN (=H) 2 
x347- x47 4-x x54- -(x-4) 
pe e 4)4+11 watt = Des 
= tim (SAVE) im E sim = +3)= 
yoo = y>0- =: yoo y 
, 7-1 
=— lim k e im (3)=-1+3=2 
yoo” y y>07 
limite notável 
Então, lim f(x) =i 
x5 4 
Concluímos que: lim f(x)# lim f(x). 
xo 47 x= 4+ 
Portanto, como lim f( x) * lim f(x), não existe lim f(x), pelo que a função f não é 
x> 4 x= 4t x74 
continuaem x = 4. 
Assintotas 


Como o gráfico de f admite uma assíntota de equação y =x+b,com b e R quando x 5+, 


o declive da assíntota é m = 1, pelo que: 


b= lim (f(x)-mx)= lim (f(x)-x)= lim (in(2e* - ef ) — x) (indeterminação) 


X— +00 X— +00 X— +00 
; p) X 4 

b= lim (1n(2e* -e*)-x)= tim (In(2eº - e*) - Ine*) = lim nO] £ 

x — +00 x— +o Xx — +00 e 

et ef 
= lim In| 2—— |= In} 2- — | = In(2- 0) = In2 

X— +00 e +oo 

Então, b = In2. 
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Assim, lim 
= 


Se e tai : ee __1.4 Fase, 2014 


6.2. 


Para efetuar o estudo das concavidades do gráfico de f determinemos a expressão analítica da 
segunda derivada de f. 


f 


f(x) = (x - sen( 2x)) = (x) — (sen(2x)) =1- (2x) x cos( 2x) =1- 2cos(2x) 


, ; f m x 
Determinemos os zeros da segunda derivada de f no intervalo |- A z zi ; 


f”(x)=0 & 1- 2cos(2x)=0 & cos(2x) = - & cos(2x) = cos( Z | 
o 2x = T+ kn v 2x= -7 + den keZ 


ox=Ctlmvi=-C+kmkeZ 


Il 
© 


. no H ; 
Como se pretendem os zeros de f” no intervalo +3 : zi , devemos considerar k 


As soluções da equação F(x) = 0 sao: e e A 


Assim, estudando a variação de sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das 


concavidades do gráfico de f ,temos: 


Podemos então concluir que o gráfico da função f ,tem: 


: : m m FE 
e a concavidade voltada para cima em |—— ,-—| eem |—, — | ; 
2 6 6 4 


: i . mM 
e a concavidade voltada para baixo no intervalo |- E ; | ; 


` : = é m m 
e dois pontos de inflexão de abcissas a e. 


ON 


2.º derivada 
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Resolução 
gráfica 


De acordo com o enunciado, o triângulo [ ABC ] é retângulo em C. 


Assim, designando por x a abcissa do ponto B, a área do triângulo [ ABC ] é dada, em função de 
x, por: 
BC x AC  Ixxlfx)+2 
7 2 


Aa" a «== 


com x € |- e, o[ » pois a abcissa de B é negativa. 


= 16 = |x| x |-in(x + e?) + 2, 


Consideremos g(x) = | x| x |-In(x + e?) + ZAR 
Recorrendo à calculadora gráfica, representemos, numa janela adequada, a curva correspondente à 


função g e a reta de equação y = 16 e determinemos o valor de x € |-2 A o[ que verifica a 


condição: | x| x |-in(x + e?) + 2| = 16 (*), 


Assim, a abcissa do ponto B é o valor de x que verifica a condição (*) e que corresponde à 


abcissa do ponto de interseção do gráfico da função g com areta y = 16. 


A abcissa do ponto B é aproximadamente — 6,71. 


FIM 


2.º Fase, 
2014 


GRUPO I 


| Probabilidades 


Do enunciado sabe-se que os acontecimentos A e B são independentes, P(A) =0,4 e 
Axiomática 
P( A B) = 0,48. Determinemos P( B): 


P(ANB)=048 & P(AU B) = 048 651 - P(AUB)=0,48 © 


RB EOD a 
4) 
<> P(A) + P(B) - P(A) x P(B) = 0,52 

P(A) + P(B) ~ P(A) x P(B) = 0,52 © 


a 04+P(B)-0,4xP(B)=0,52 6 
5 

= 06 x P(B) = 0,12 & P(B)=0,2 
(1) Leis de De Morgan; 
(2) propriedade da probabilidade de acontecimento contrário; 
(3) propriedade da probabilidade da união de acontecimentos; 


(4) Ae B são acontecimentos independentes; 


(5) simplificação. 
Resposta correta: (C ) 


Combinatória 
Seja A o acontecimento: “Três vértices do octaedro definem um plano paralelo ao plano de 


equação z = 5”. 
O número de casos possíveis é igual ao número de subconjuntos de três elementos que é possível 


formar a partir de um conjunto com seis elementos (os vértices do octaedro), isto é, aC. ; 


Dos seis vértices do octaedro, existem quatro, B, C, D e E, no plano xOy, que permitem 


definir planos paralelos a z = 5 . Por conseguinte o número de casos favoráveis é igual ao número 


de subconjuntos de três elementos diferentes do conjunto { B,C, D, E } , isto é, Kon 


Assim, pela lei de Laplace, P( A ) = 


Resposta correta: ( B ) 
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Binómio de 
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Funções 


Limite segundo 
Heine 


Continuidade 
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RESOLUÇÕES 


10 
O termo do desenvolvimento de (2 + «| , com x # O, que não depende da variável x é o 
x 


termo independente. Considerando a expressão do termo genérico desse desenvolvimento, 
determinemos a ordem do termo independente. 


p p 
-lop {2 \ 10-p_ lop 2º 10-p_ WA ap -p dosp. 10> »p „10-2p 
= cp =] x = Cp DA = Cp? É dane o = Cp 2 x 


Igualando 10 — 2p a zero, vem: 10 - 2p =O@ p=5. 


O termo pedido é: Tg = Ses 25 xº = 8064. 


Resposta correta: ( B ) 


n 
Sabe-se que a sucessão de números reais de termo geral x, = (1 + 1) é estritamente 
n 


n 
: 1 Ei 3 = 
crescente, x, < e, VneN e lim( 1+ 1) = e (limite notável), pelo que x, >e . 
n 


Assim, pela definição de limite de uma função, segundo Heine, tem-se: 


limg( x, ) = lim g(x) = In(e — e) = In( 0+ ) = —oo 
x9e— (1) 
(1) como x, > e , então (-x,)> et e portanto (e — x)>0*. 


Resposta correta: ( D ) 


De acordo com o enunciado, se a função f é contínua no seu domínio, também é contínua para 


= — pel q 
x » pelo que: 
2 


3 


x Cos x cos{ y + ) 
im f(x) = /(}) e iim =k-36 lim | ——~]=k-30 
m 


x>5 x>5|x- = (D yo y 


Sim (12) -r-3%-1=k-39k=2 
E (2) 


T T 
( 1 ) Mudança de variável: x — = =y&x=y+ Ae ars então y> 0. 


(2) Limite notável. 


Resposta correta: ( C ) 


2.4 FASE, 2014 


Com os dados apresentados é possível construir uma tabela de sinal da segunda derivada da 


função g. 


O único gráfico compatível com o sentido das concavidades identificadas é o gráfico da opção 
(A). 


Resposta correta: ( A ) 


Sendo œ e ß planos perpendiculares, então os respetivos vetores normais também são 
perpendiculares. De acordo com o enunciado, o vetor normal ao plano œ tem coordenadas 
na(3, 2,0). Das opções apresentadas tem-se (2, -3,1) e (2,-3,-1) como possíveis 
coordenadas para o vetor normal ao plano ĝ , uma vez que se tratam de vetores perpendiculares a 


na . Assim, eliminamos as equações das opções apresentadas em (A ) e em (D). 

Como A e€ B, verifiquemos a qual dos planos, representados pelas equações das opções ( B ) e 
(C), este pertence. 

Substituindo as coordenadas do ponto A na equação da opção ( C ), verificamos que: 
2x1-3x0+1x3=0 & 5 = 0,proposigao falsa; logo A não lhe pertence; 

Substituindo as coordenadas do ponto A na equação da opção ( B ), verificamos que: 
2x1-3x0O-1x3+1=0 <0 =O, proposição verdadeira; logo A pertence a este 
plano; 


Assim, uma possível equação do plano B é 2x —- 3y+z+1=0. 


Resposta correta: ( B ) 


2.º derivada 


Geometria 


Equações de 
retas e planos 
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N.= complexos 


no ae 2V3 
Conjuntos e A circunferência representada na figura tem raio igual a Fa pois 
condições 


Sejam argz, e argZp os argumentos dos complexos cujas imagens geométricas são os pontos A 


25" 


e B,respetivamente. Então, tg( argz, ) = oF = V3 e te(argzp ) = <== = ANRE 


Como se considera para argz a determinação que pertence ao intervalo P , z|, então 


x 2n 
argz, = 5 e argZp = Es 


A região a sombreado resulta da intersecção do exterior da circunferência com o ângulo formado 


pelas semirretas OA e OB, sendo A e B as imagens geométricas dos complexos de argumento 


x 2m 
— e 
3 


3° respetivamente. 


Resposta correta: ( C ) 
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GRUPO II 
. N.” complexos 
1.1. 
O complexo z , na forma algébrica, é dado por: Operações 
mx SAAS] 
z = 2[ cos + isen | = 2 SER =V3+i 
6 6 2 2 
e o seu conjugado z = V3 -i. 
A imagem geométrica do complexo z éo ponto A de coordenadas 
(3 E -1). Substituindo z na expressão de w e simplificando, 
vem: 
4 4 
(V3+i-i) (13) 9 
w =r OE —— Z — 
1+i(V3-i) 1+ V3i-1 Bi 
9x(-i) _ -9i 
Se ee BI 
siso) NS 
Então, a imagem geométrica do complexo w é o ponto B de coordenadas (o , -3V3 ) : 
Na figura, está representado o triângulo [ AOB | , sendo [AP] a sua altura relativamente à base 
[OB]. 
Assim, a área do triângulo | AOB | é dada por: 
_OBx AP |-W3|xv3 9 
[40B] 2 a 2 Ea 
Equações 
1.2. 


A equação dada é uma equação do 2.º grau em ze C. 


Aplicando a fórmula resolvente, vem: 


2cosa + V4cos? a — 4 2cosa + 2 cosa — 1 
Ot o 


"Tm 


2 
Z 2 2 


—- 2Qcosa +1=065 z7= 


2( cosa t cos? a — 1) 7 


é aaee Oe cos“a-1l e 


© z= cosa + y -sen?a & Z = cosa + y i? x sen? a eS 


& z= cosa + isena & z = cosa + isena@ v z = cosa — isena «es 


= z = cisa v z =cos(—a@) + isen(-a) es z = cisa v z=cis(-0) 


As soluções da equação, em função de @ , são: z = cist e z = cis( -aQ ‘2 
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Probabilidades 


Combinatória | 2.1. 


Dado o acontecimento B: “As duas bolas azuis ficam uma ao lado da outra”, determinemos a 


probabilidade de B, P(B). 


Atendendo a que a extração das bolas é sucessiva e sem reposição, o número de casos possíveis é 
dado por 6!. 

Calculando o número de casos favoráveis à ocorrência de B, temos que ao considerar que as duas 
bolas azuis constituem um bloco, existem 5! modos diferentes de permutar esse bloco das bolas 
azuis com as restantes quatro bolas pretas. Para cada uma dessas maneiras existem 2! formas 


diferentes de as bolas azuis permutarem entre si. Assim, existem 5! x 2! casos favoráveis. 


Então, P(B) = 


Distribuições de | 2.2. 
probabilidades RI AE = Es E 
Da experiência apresentada, temos que os valores possíveis da variável aleatória X são: 0, 1 e 2. 


Determinemos a probabilidade de cada um dos valores da variável: 
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Geometria 


Designemos por œ a amplitude do ângulo dos vetores ABe AD. 


fo ; Produto escalar 
Pela definição de produto escalar de dois vetores, tem-se: 


AB « AD a IH a |AD|| Re = cosa (*) 
To Tom 


A medida da amplitude, em radianos, de cada ângulo 


z 


interno de um polígono regular é dada por 


(n- 2)x 


, sendo n o número de lados do p Cc 
n 


polígono. Fazendo n = 5 obtemos a medida da 


amplitude de cada um dos ângulos internos do 


3 . 3a 
pentágono regular, ou seja, FE 


A 


Como o triângulo [ AED | é isósceles, e num A B 


es 3 SN a ay 37 
triângulo isósceles a lados iguais opdem-se ângulos iguais, tem-se: m = — + 2B, sendo 


5 
B = DÃE = ADE. 


27 

; 3 3 ER 
Assim, 7 = — +2B en-—~=28 eo p=>eo p= 
5 > 2 5 
pe Co ee ee yee 
5 5 5 5 5 


Substituindo em (*) o valor de @ e aplicando a fórmula da duplicação do cosseno de um ângulo e 


a fórmula fundamental da trigonometria, vem: 


cosa 


|] 
Q 
[e] 
a 
| 
Noa” 
|] 
o 
o) 
n 
ES 
N 
x 
wala 
NE 
Il 
Q 
(o) 
n 
N 
| 
—” 
| 
n 
O 
5 
N 
Pe 
tn] 
— 
|] 


l — sen?( =) — sen?(=) =1- 2sen? = 


Conclui-se que, 


IL 1 — 2sen?( =). 


Tao 
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Funções 


Assintotas Assíntotas verticais 


Como a função f é contínua no seu domínio, apenas a reta de equação x = O poderá ser 


assíntota vertical do gráfico de f. 


Tem-se: 

In(—x) 
lim SA lim | x-1+ =0-1+(-0)x — = 
x50" x50 x 


Conclui-se assim que a reta de equação x = O é a única assíntota vertical do gráfico de f. 


Assíntotas não verticais 


x-~1+ 
me lim SON tim x |= lim (1-1 aca 
x>-%o xX X>5—oo x XxX —oo x x2 
= lim (1 pa m-a) <1 04 lim E nto) |. 
xo xP DX x x5-ol xX x 
2 In( - l 
=1+ lim (4 tel )) a1 lim | — |x lim aly) =1+0x0=1 
Xx5-ool X x (1) yrtoo\ —y y5+to Yy 
limite notável 
(1) Fazendo a mudança de variável: y = -x & x = — y. Como x > -œ então y —> +o. 
Assim, m = lim f(x) =] 
x5-o xX 
: In(—x) 
b= lim x)- mx)= lim x)-x)= lim |x-1+ —x|= 
86) = ms) = im (A(x) = 2) = im [et EEA a) 
= In( - : l 
E e gee a (ol E es eee E meme 
X——00 x xX — = x (2) york. 1) 
limite notável 
(2) Fazendo a mudança de variável: y = -x <= x = —y.Como x 5>-—o então y > +00. 


Assim, b = lim (f(x) - x)= -1. 


X—S —oo 
As assíntotas não verticais são retas de equação y = mx + b,e assim vem que: 
Portanto, a reta de equação y = x — 1 é uma assíntota não vertical do gráfico de f quando x 
tende para —oo. Não pode haver outras assintotas não verticais porque o domínio de f é limitado 


superiormente. 


O gráfico de f admite como assíntotas as retas de equações x = 0 e y=x-1. 
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A função f é contínua no seu domínio ]- 3 0[ , por ser a soma de duas funções contínuas; 


logo, f é contínua em [-e ; -1] E ]-oo ; of. 


E E E E = aee 


Ora, f(-e)< -e < f(-1). 


Como f é contínua em | -e ,-1] e f(-e)<-e< f(-1) então, pelo teorema de Bolzano 


concluímos que a equação f ( x) = —e tem pelo menos uma solução no intervalo ]- a= 1[ i 
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f2derivada | 43. 


In(-x) 


A função g tem dominio ]-oo E of e é definida pela expressão analítica g( x) =-1+ ; 


In(-x ) eee In(-x) 


pois g(x) =-x + f(x)=-x+x-1+ 


Para estudar a função g quanto à monotonia e existência de extremos, determinemos a expressão 


analítica da primeira derivada de g. 


g(a) «(tj (MCAD) 0 + cad) eee en) 


x? x 
| aa 
| Como D, = ]-< E 0[ e g'(x) = L= IAA) então a função g’ tem domínio ]—o , of 


Calculemos os zeros da derivada da função g , para x < 0: 


| g(x) = 06 BE oct in(-x) <0 037 206 
@In(-x)=le-x=e@x=-e 


(1) proposição verdadeira porque x < 0. 
Sinal de g’, para x < 0: 


= In(-x) Peres 


(1) 


SIn(-x)<lo-x<esx>-eo xe )-e,0[ 


g(x)>0 5 >061-In(-x)>04x 


Estudando a variação do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da função, vem: 


Por observação da tabela, conclui-se que a função g é crescente em [-e : of 


e decrescente em ] m A e] E 


A função g tem um mínimo relativo para x — —e. 
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Comecemos por observar que [ POR | e [ PSR] são triângulos retângulos em Q e S, 
respetivamente, pois são triângulos inscritos em semicircunferências. 
Como o lado [ PR ] ,comum a ambos, é um diâmetro ePQ = PS os triângulos retângulos [ POR ] 


e [ PSR ] são geometricamente iguais, tendo ambos [PR] por hipotenusa. 


Então, a área do quadrilátero [ PQRS ] é dada por: 


= o QRxPO = = 
AROR 2 E ROR os 3 = OR x PQ 


Tem-se assim: 


cos( a ) = Po o cos( a ) = ro © PQ = 4cos(a ) 
or 
Ee. Abu = R=4 
sen( a ) — © sen( a ) <= OR sen( a ) 


Portanto, a área do quadrilátero [ PQRS ] é dada, em função de a, por: 
A(o) = 4sen(a ) x 4cos(a ) = 16sen(a )cos( a) 
Então, A( 0 ) = 16sen(6 ) cos(6). 


Determinemos, A( 6) 


Como 1 + tg” 9 = L e tg0 = 2/2 tem-se: 
cos” 0 


2 l 2 1 
+ (242) = ©l+8= S9= & cos @ = — 
| ) cos? 0 cos? 0 cos? 0 


m 1 
Como 6 € | 0, a cos@ > 0 e consequentemente cos@ = z 
Recorrendo à fórmula fundamental da trigonometria, podemos escrever: 


temo A E erences 
9 9 9 


8 
Como 6 e | 0, al. sen@ > 0 e consequentemente sen@ = vs = send = —. 


3 


Logo, o valor exato de A( 0 ) é 
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Comecemos por determinar as coordenadas dos pontos 4 e B. 
A é o ponto de intersecção do gráfico de f com o eixo das ordenadas, pelo que as suas 


coordenadas são (0 , £(0 )) À 


Tem-se: f(0) =- +07 +8 =-14+85 7. Assim, o ponto A tem coordenadas (0 $ Te 


Designando por x a abcissa do ponto B, as suas coordenadas são (x he ( x ) ) , OU Seja, o ponto 


B tem coordenadas (= ; Sed x? + 8 ) 


Assim, o declive da reta AB é dado, em função de x , por: 


x 

f(x)-f(0)  -e2 +x? 48-7 

x-0 J x ; 
Como a reta AB tem declive -2, a abcissa do ponto B é a solução da equação 
x 
Ses ae a8 
x 
Como x > 0 , tem-se: 


= —2,no intervalo jo ; 10]. 


x 
252 2 = x 
as Sa SSO aed I ey Ue ey err eo 
x 
x 
Com o objetivo de resolver a equação -e2 +x48=-2x+7 , com recurso à calculadora 
x 
gráfica, obteve-se o gráfico da função f definida por f (x) =-e2+x2+8 ea reta de 


equação y = —2x + 7 (reta AB). 


x 
O valor de x que verifica a equação -e2 + x 


2 +8=-2x+7.no intervalo JO. 10]. é 


aproximadamente 9,35. 
A abcissa do ponto B é,então x = 9,35. 
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do Assintotas, 
Relativamente à afirmação (I), determinemos os zeros de k’ , primeira derivada da função A . 1.º derivada e 


A er 2.º derivada 
Como o dominio de h’ é R, tem-se: 


des oe UNR E o) 
e 


Estudemos o sinal de h”. 


2 


*>0,VxeR,osinal de h’ só depende do sinal da função f . 


Como e 


Por observação do quadro concluímos que a função h é crescente em ]-- ; 3] e decrescente em 
[ 32, +00 [ » pelo que h( 3) é o único extremo relativo de A. 
Assim, a afirmação (I) é falsa. 


Em relação à afirmação (II), para calcular h”(-2) determinemos a expressão analítica da 


segunda derivada de Ah: 


eft = 
ot (Fle) =27(2)) 2 P(e) 2H) 
= s DA 
e4* ect 
Como a função f é derivavel em R e tem um extremo relativo para x = —2, então 


f(-2) = 0, e como -2 é um zero de f tem-se que f(-2) = 0. 


(oo 


e 


Assim, vem que: A” 0. 


Logo, concluímos que a afirmação (II) é verdadeira. 
No que se refere à afirmação (III): 


Como lim h( x) = 3, concluímos que a reta de equação y = 3 é uma assíntota do gráfico da 
X— +00 


função h quando x tende para +c, isto é, a reta de equação y — 3= O é assíntota do gráfico da 


função h quando x tende para +oo, pelo que concluímos que a afirmação (III) é falsa. 


FIM 
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GRUPO I 


Considerando todos os números ímpares de 5 algarismos, pretendemos saber quantos desses 


números têm 4 algarismos pares e são superiores a 20 000. Para o algarismo das unidades existem 


cinco possibilidades, tantas quantos os números ímpares {1, 3,5, 7,9 }; os restantes algarismos 


poderão tomar qualquer valor do conjunto {0, 2, 4, 6,8 } , à exceção do algarismo das dezenas 


de milhar, que não pode ser zero. Assim, existem 4 x 54 números nas condições dadas. 


Resposta correta: ( D ) 


Sabemos que a linha n do triângulo de Pascal, com n > 2, tem n + 1 elementos. Analisando o 


triângulo de Pascal, verifica-se que, em cada linha, o primeiro e o último elementos são iguais a 1 
e o segundo e o penúltimo elementos iguais a n , pelo que, de acordo com o enunciado, tem-se: 


l+1l+n+n=2052n=186Sn=9 


Trata-se da linha do triângulo de Pascal constituída pelos elementos da forma IC, com 


p’ 
p € {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, isto é: 
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 


Dos dez números desta linha, existem seis que são números pares, pelo que 10 é o número de 
casos possíveis e 6 o número de casos favoráveis, num espaço de resultados em que os 


acontecimentos elementares são equiprováveis. Assim, pela lei de Laplace, a probabilidade pedida 


é dada por: 
6 3 
P=—=-. 
10 5 


Resposta correta: ( C ) 


| Probabilidades 


| 


| Combinatória 


| Triângulo de 
| Pascal 


RESOLUÇÕES 


Funções 


2 E : re. 
= Sabe-se que a sucessão de números reais de termo geral x, = —— étal que: 
Limite segundo n 


Heine 


1 x 
Xn <0, VneN e im(-+) = O,pelo que x, > 0. 
n 
Pela definição de limite de uma função, segundo Heine, tem-se: 


lim ea im ($4) « See 


Saat 


(1) como x > O então (e*) — I e portanto (e — 1) 5 0. 


Resposta correta: ( D ) 


Funções 


trigonométricas 


A área da região a sombreado pode ser obtida como a diferença entre a área do triângulo [OBC ] 


e a área do sector circular [AOB] ; 
A área do triângulo [ OBC | é igual a E 


Da definição de tangente trigonométrica de um ângulo agudo num triângulo retângulo tem-se 


tga = pai . Como OB = 1, vem BC = tga@ , pelo que a área do triângulo [OBC] é dada por 


2 
tga x 
a . A área do sector circular [AOB] é dada por = 2 = EE 
; . E : ¥ tga -a 
Assim, a área da região a sombreado é dada, em função de a, por: De ae 


Resposta correta: ( B ) 
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2.º derivada 
Teremos de escolher a opção que corresponda ao gráfico de uma função com apenas dois pontos 


de inflexão. 
Da análise dos gráficos que estão representados em cada uma das opções, podemos construir 
quadros, que estabelecem a relação entre o sinal da segunda derivada de f e o sentido da 


concavidade do seu gráfico. Designemos ainda por c;, com i e N, os zeros de f”, segunda 


derivada de f. 


Apesar do gráfico da função representada na opção (D) ter dois zeros, um deles não está associado 
a uma mudança de sinal, pelo que o gráfico da função f tem apenas um ponto de inflexão. 


Assim, a opção (A) é a correta, pois o gráfico da função f tem exatamente dois pontos de inflexão. 


Resposta correta: ( A ) s 
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Como a reta de equação y = 2x — 5 é assíntota do gráfico da função f e o domínio de f é Rt : 


tem-se lim (42) = 2 e consequentemente lim Ea = T 


x=>+o\| x xo+ol f(x) Dj 
Então, 
1 
| eves 
tim | Æ] |= tim i 3 = lim | = x(6- 2) . 
xo+ol f(x) xo) f(x) xotol f(x) x 


ee x me eo ee ag) 
-im { 5] mo Dedxfo =) 5x (6 - 0) =3 


Resposta correta: ( C ) 
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Como o plano a é definido pela equação x — y — 2z = 3,0 vetor, n , de coordenadas 
( 1, -1, -2 ) , é um vetor normal ao plano o. 

Seja r um vetor diretor da reta r . Como a reta r é perpendicular ao plano a, os vetores ren 
são colineares. 

Os vetores diretores das retas definidas pelas condições respeitantes às opções (A), (B), (C) e (D) 
têm coordenadas (1, 0, 1) S (-1, l, 2) (2 0, 3) e (1, -1, 1), respetivamente. 

As opções (A) e (C) não estão corretas porque a segunda coordenada de um vetor diretor dessas 
retas é nula, não sendo por isso colineares a n = (ge -1, -2) z 

A opção (D) não está correta pois os quocientes entre as coordenadas correspondentes dos vetores 


diretor da reta e normal ao plano não são iguais, isto é, o vetor diretor da reta não é colineara n. 


: ; E Ea ma et 
Assim, das alternativas apresentadas, só a condição -x + 5=y+3= » que é equivalente 


2 , pode definir a reta r. 


Confirmemos que a opção (B) é a correta: 


Os vetores r = (-1, l, 2) e n= (1, -1, -2) têm todas as coordenadas não nulas e os 


quocientes entre as coordenadas correspondentes são iguais, isto é, os vetores r e n são 
colineares. 


O ponto A( 2,0, 3) pertence à reta r pois, substituindo as coordenadas do ponto A nas equações 


-x+5=y+3= Eno , obtém-se a proposição: 
3+3 : ee , 
-2+5=0+3= Ea = 3 = 3 = 3 , que é uma proposição verdadeira. 


è : + ; 
Assim, a condição -x +5 =y+3= É > 2 define a reta perpendicular ao plano œ que passa 


pelo ponto A. 


Resposta correta: ( B ) 


Geometria 


Equações de 
retas e pianos 
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N.” complexos 


Sejam arg( w) o argumento principal de w, isto é, o argumento de w no intervalo |- Ts n | e 


Operações 


W a sua imagem geométrica. 


Como w é um número complexo cuja imagem geométrica, W, pertence ao 4.º quadrante, podemos 


escrever w = pcis( 8 ), onde p= |w] e 0= arg( w) com 0 € \-3 ; of. 
b h > mT ; : ; m 
Então, —2iw = 2eis( -2 ) x |wlcis(6) o -2iw = 2 lca 6 - z) ; 


Como o < 0 < 0 „então: 


Bee E = E OS ee 
Da 2 2 2 2 


A : m , 
Logo, o ângulo de amplitude 0 — > pertence ao 3.º quadrante e portanto o número complexo 


iguala —2iw só pode ser z3 ou Z4 . 
Como |- 2iw| = |-2i| x | w| = DX | w| , por observação da figura, concluímos que o número 


complexo igual a —2iw só pode ser z, . 


Resposta correta: ( D ) 
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GRUPO II 
1. N.” complexos 
1.1. 
O complexo z, , na forma algébrica, é dado por: a 
e bode (ely) X20 e eo ar nr 
CR aan 2i 2ix(-2i) 4 4 23 


Para escrever z} na forma trigonométrica, vem: 


2 2 
-4+ jil = [-5) +(5) _ v2 
2 2 2 2 2 


- Sendo 0 um argumento de z; , tem-se que: 


1 
2 P 37 Te am 
tgO = rs -] e 0 e 2º quadrante, portanto O = FH (argumento positivo mínimo). 

p 

Logo, z = V2 0.3% 

= Uae ace 
Z = cis -(-2] = cis Z) 
2 4 4 
Assim, 


4 4 
4 — V2 , 3m PE bas v2 Seg (3 ) var a E 
Zi x Z = E ed X cis 4 = 2 cis( 57 cis 4 = 


1 l (=) Tee 5z) 
— x cis(x) x cis| = | = —cis| — 
4 ISF ANA 


A imagem geométrica de Zi x 2 pertence à bissetriz dos quadrantes ímpares se o seu 


5 
argumento for da forma É + kx, k e Z. Como sie E + kr, para k = 1, concluímos que a 


imagem geométrica de au x Z2 pertence à bissetriz dos quadrantes ímpares. 
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Sabe-se que & € Jo ; zf eque w = sen( 20 ) + 2icos?a. 


Então escrevendo W na forma trigonométrica, vem: 


2 
|w] =|sen( 2a) + 2icos? a| = 1 (sen( 2a yy + (2c0s? ar) = J (2sena cosa)? + 4costa = 
= y 4sen? a x cos” a + 4cos* a = | 4008” a(sen? or + costa) = 2| cosa | a 2cosa@ 


(1) Como a e Jo y zf então cosa > 0, pelo que: | cosa] = cosa. 


2costa _ 2cos* a _ cosa 


sen(2a) 2senacosa sena tga 


Edo 


Sendo @ um argumento de w, tem-se: tg@ = 


m 
Pelo que O =— — a. 
2 
Assim, o complexo w na forma trigonométrica é dado por: 


Eu Is m 
w = 2cosa x cis{ Z — a com a e Jo, 3. 


Probabilidades 


2.1. 


Probabilidade Sejam: 
eee A: “o aluno escolhido é rapaz” e B:““o aluno escolhido está inscrito no desporto escolar” 
— P(A A B) 
Pretende-se calcular P( A| B) N A 
P(B) 


Como 60% dos alunos da turma são rapazes, tem-se P( A ) = 0,6. 
Como 80% dos alunos da turma estão inscritos no desporto escolar, tem-se P( B) = 0,8. 


Como 20% dos rapazes não estão inscritos no desporto escolar, tem-se P( B JA ) = 0,2. 


P( BA) = 0,2 5 P( BOA) =0,2 x P(A) @ P(BO A) =0,2 x 0,6 6 


o P(BO A) = 0,12 


P(An B)=P(AU B)=1- P(AUB)=1- P(A) ~ P(B) + P(A B) = 
= 1 - 0,6 -0,2 +0,12 = 0,32 


Assim, P(A |B) = TE e P(A|B) = =. 


A probabilidade de um aluno dessa turma ser rapariga, sabendo que está inscrito no desporto 


escolar é, 2 à 
5 
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Combinatória 
Dos alunos da turma do 12.º ano, 80% estão inscritos no desporto escolar. Como a turma tem 25 
alunos, o número de alunos inscritos no desporto escolar é 20, pois 0,8 x 25 = 20. Deste modo, 
5 alunos não estão inscritos no desporto escolar. 
Para escolher, ao acaso, 3 alunos dessa turma para a representarem num evento do desporto 
escolar, podem utilizar-se combinações, pois a ordem não interessa. 
Assim, o número de casos possíveis é igual a glen (número de grupos distintos, de 3 alunos 
escolhidos entre os 25 alunos). 
Existem duas hipóteses em alternativa para que os grupos de 3 alunos escolhidos tenham pelo 
menos 2 inscritos no desporto escolar. 
Primeira hipótese: os 3 alunos estão inscritos no desporto escolar. 
Segunda hipótese: apenas 2 alunos estão inscritos no desporto escolar. 
Para a primeira hipótese existem NG, maneiras diferentes de escolher os grupos de 3 alunos 
entre os 20 alunos inscritos no desporto escolar. 
Para a segunda hipótese existem Se x °C; maneiras diferentes de escolher os grupos de 3 
alunos (2 dos 20 inscritos e 1 dos 5 não inscritos no desporto escolar). O número de casos 
favoráveis é então aC. + e x “ore 
Usando a lei de Laplace, a probabilidade pedida é: 
pa Cat PC, x °C, _ 1140 + 190 x5 _ 209 og, 
eG. 2300 23002 ps 
Axiomatica 
Do enunciado sabe-se que os acontecimentos contrários, A e A , são equiprováveis, pelo que: 
1 
P(A) = P(A)=-—. 
(aja 
Tem-se 
2P(AUB)=2(P(A)+P(B)-P(ANB)) = 2(P(A) + P(B)- P(A) x P(B)) = 


E 2(P(A) + P(B)(1 - P(A))) = 2P(A) + 2P(B)P(A) = 


=2x > +2P(B) x >= 1+ P(B) 


(1) Propriedade da probabilidade da união de acontecimentos; 


(2) A e B são acontecimentos independentes; 
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Geometria 


Como o ponto A pertence ao semieixo positivo Ox, então A tem coordenadas (x, 0, 0), com 


Equações de eR 
retas e planos 


-3 
Como A pertence à reta AD, definida por = Eva y = 0, tem-se: 


5 


pao 
3 5 


Portanto, A tem coordenadas ( 3,0, 0) : 


=065x-3=065x=3 


Como o ponto B pertence ao plano xOy , tem ordenada -3 e abcissa igual à do ponto A, então as 
coordenadas do ponto B são (3, — 3, 0). 


Como o ponto D pertence ao semieixo positivo Oz , então D tem coordenadas (0, 0, z) , com 
z e R*. 


Como D pertence à reta AD, definida por m= 2 = E A y=0,tem-se: 
03 ~ 
a ge ar ea a ae 

3 5 3 > 


Portanto, D tem coordenadas (0, 0, 5). 


Como o ponto C pertence ao semieixo negativo Oy, então C tem coordenadas (0, y,0 ) , com 
yeR'. 

Como CD = D -C = (0,0, 5)- (0, y,0)=(0,-y,5) e æf = 41, tem-se: 

|e? = 41 e (J? +25) = 41 ey+ts=4loy=boy=-4vy=4. 
Assim, y = —4 pois y E R e portanto as coordenadas do ponto C são (0, —-4,0 E 

Seja n= (a, b, c) um vetor, não nulo, normal ao plano que contém a face [ BCD ] : 


Então, o vetor n é perpendicular aos vetores CB e CD. Os vetores CB e CD são vetores não 
colineares do plano BCD. 

CB=B-C=(3,-3,0)-(0,-4,0)=(3,1,0) 
CD=D-C=(0,0,5)-(0,-4,0)=(0,4,5) 


Tem-se, 

= pes 

CBen =0 (3,1,0)+(a,b,c)=0 re Ea 3 

o o o + 
CDen &0 (0, 4, 5)+(a,b,c)=0 4b +5c =0 een 
> 
Concluímos que as coordenadas de um vetor normal ao plano BCD são da forma 
1 4 

( rages b, ~£0) , onde b é um numero real não nulo. Fazendo, por cxcmplo, b = —15 obtém-se 


um vetor, n , normal ao plano BCD de coordenadas (5, —15, 12). 
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Funções 


s . , e Continuidade 
A função f é contínua em x = 2 se lim f( x) existe e lim f(x) = fí 2), ou seja, 
x52 x72 


a função f écontinuaem x = 2 se,esése, lim f(x) = lim, f(x) =f(2). 
x527 x52* 


Comecemos por calcular os limites laterais: 


2- 
+ e) = k + lim (S72 =) indeterminação do tipo + 


Fazendo a mudança de variável: y = 2 — x <= x = 2 — y ecomo x—2* então, y>0". 


Assim, 


co in (SEA) aa ag [ol] 


x>2+| x? + x -6 y>0- Cz yea: 
=k + lim et ee =k+ lim snl). = 
yoO ly) -4y+4-y-4 Jaro O Sy 
é 1 l 1 
a a wpe a 
yoo-ly -—5 y (a) 5 5 
(a) Limite notavel lim ies 1 
x70 x 


1 
ai 
(2-2) _ 


Logo, li =k- 
aa Jum, Aa) 


Como f(2)=2xe 2x =2x1=2 


e lim fl x) = lim fl x) = f( 2 ) , determinar k de modo que a função f seja continua em 
x> x52*t 


x = 2 é equivalente a ter: 
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Assintotas 


Como o domínio da função f é o intervalo |-o é el o gráfico de f admite uma assíntota 


horizontal se lim f (x) = b com be R. Assim, 
x5-—o 


lim f(x) = lim (zee ) , indeterminação do tipo O x oo. 
X5-—oo Xx5-—o 


Fazendo a mudança de variável: 


y=-xX &x=-y e como x > -—% , então -x —> +% e portanto y > too. 
Assim, 
, : E ; -y- . y+2 
lim f(x)= lim (xe A lim (-ye X a lim yet i= 
x5-o0 x5-o0 y too y too 


1 ee 1 1 1 
= yx 22, E) -aoo 
e A e +o e 
lim — 
yrto y 
limite notável 


Conclui-se que a reta de equação y = O é assíntota horizontal do gráfico de f, quando x 3-0. 
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| 
6. | As derivada 


Para estudar a função g quanto à monotonia e existência de extremos, determinemos a expressão 


analítica da primeira derivada de g. 


4, 4 


(1+ In(x)) x x? = (x?) x (1 + In(x)) l x x? — 2x x (1 + In( x) 


g(x) = ———____, + a ds | 
(52) : 
_x-—2x-—2xln(x)_ -x - 2xIn(x) x(-1-2n(x))  -1- 2In(x) | 
— = ET FIRS re aT, EP 
x x xf x | 
Como Dg = R* e g'(x) = Ar ala) , então a função g’ tem domínio R*. 


Calculemos os zeros da derivada da função g , para x > 0: 


= RES dA 
a(x) = 0 Ho Pulo) o e -1- 2In(x) = 0. n(x)=- x=? 


Estudemos o sinal de g’ , para x > 0: 


On ee) 


> 0 > -1= 2in(x) > 0  In(x) <-> é 


El 
Como x > 0 ,então x € lo „e al. 


Estudando a variação de sinal da primeira derivada e relacionando com a monotonia da 


função g, vem: 


Concluímos que a função g: 


e é crescente em ] 0,e 2 E decrescente em k 


1 
2 . 


e tem um máximo relativo para x = e 
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Resolução | 6.2. 
gráfica 


As coordenadas do ponto A são da forma ( x, +0 ) „em que x, é o zero de g. 


g(x)=0 a xe Rt ot gAx>061+Inx=00x>06 
x 


Snr Arroa. 


Assim, a abcissa do ponto A é en , pelo que A( el 0 ) : 
O ponto B ( Xp > Yg ) resulta da intersecção do gráfico da função com a reta de equação y = mx, 
com m < 0 , pelo que B está situado no 4.º quadrante (xp > 0 e yp < 0). 


Por outro lado, a área do triângulo [OAB ] é igual a 1 e é dada por: 


Â [oas] = cea e assim, 
OA x | yp| _ 2 
5 lye! DA 


Como OA = e`! , vem Yg = 2e v yp = -2e 
Sendo B um ponto do 4.º quadrante, então y, = —2e. 


A abcissa do ponto B, x B> pode ser obtida resolvendo, graficamente, a equação g( x) = yg> isto 


é, determinando as coordenadas do ponto de intersecção do gráfico da função g com a reta de 


equação y = -2e. 


x 


Recorrendo à calculadora gráfica, concluímos que os valores aproximados às centésimas das 


abcissas dos pontos A e B são, respetivamente, 0,37 e 0,26. 
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Da função f sabemos que: tem domínio R; as imagens de —3 e de 5 têm sinais contrários; a 
derivada de f existe e é sempre positiva para todo o valor real de x , não nulo; e o gráfico de f 


tem duas assintotas, uma vertical de equação x = O e uma assíntota não vertical, em —co , de 
equação y = 2x, uma vez que lim (f(x) -2x) = 0. 
X—)—o0 


A afirmação I é falsa. Do enunciado decorre que f não é contínua no ponto x =0, dado que a 


existência da assíntota de equação x=0 faz com que lim f(x)= to, logo 
x04 


lim, f ( x) # f ( 0 ) . Assim, a função f não é contínua no intervalo [- 3%, 5] , não verificando 
-> 


uma das condições do teorema de Bolzano. 


A afirmação II é falsa. Como já foi referido anteriormente, o gráfico de f,em —ce, tem uma 
assíntota não vertical de equação y = 2x, não podendo existir outra assíntota não vertical em 


— oo, nomeadamente uma assíntota horizontal. 


A afirmação III é verdadeira. Tem-se que: f(x) >0,VxeE R\{o} e, em particular, 


f(x) >0,Vxe Jo ; +oo[ , pelo que se conclui que f é crescente em Jo E +oo[. 


FIM 


Assintotas, 
1.º derivada e 
Teorema de 
Bolzano 
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Os 2 rapazes devem estar sentados nas extremidades do banco. Há 2 maneiras de isso acontecer. 
As 4 raparigas podem estar sentadas nos 4 lugares do meio. Há 4! maneiras diferentes de elas se 
sentarem. 


Logo: 2 x 4! = 48 


Resposta correta: ( C ) 


Como: 
P(B)=0,7 e P(B)=1-P(B).temos P(B)=1-0,7=0,3 


or B)=P(A)+ P(B)-P(AN B) & P(ANB)=P(A)+P(B)-P(AU B) & 


e P(A B) =0,4+0,3-0,5 & P(A ^ B) = 0,2 
Então, 


P(A UB)=P(ANB)=1- P(ANB) =1-0,2 =08. 


Resposta correta: ( C ) 


a = a 
we 5 | = we 5 | = log,(3* =k-2 


Resposta correta: ( B ) 


Como limu, = lim( n? ) = +æ, então 


lim f(un )= lim 14 Br). lim (+)+ lim ("=)= $ +0=0+0=0 
x x9+01 X x>+o\ xX +oo 


limite notável 


Resposta correta: ( A ) 


Funções 


trigonométricas | 


N.” complexos 


Conjuntos e 


RESOLUÇÕES 


A área do quadrilátero [ ABCD | pode ser obtida subtraindo a área do triângulo [ OAB | à área do 


triângulo [OCD |: 


Assim, 
7 _CDxOC tgaxl tga 

[OCD] 2 EAD ree. 
P _ AB x OB | sena x cosa 

[40B] 2 2 

7 E _ tga sena X cosa 
Al ABCD] a Afocp] A [40B] ne: 2 
E como, 
sena x cosa _ 2sena@ x cosa _ sen(2a) 
2 in) > aan 

temos que: 
P _ tga sena x cosa tga sen(20) 

[ABCD] 2 2 eira 4 


Resposta correta: ( B ) 


Temos que: 
|z+4-4i/=36|z2-(-4+4:)|=3 
Esta condição representa, no plano complexo, o conjunto dos pontos cuja distância ao ponto de 


coordenadas (-4 54 ) é igual a 3, ou seja, a circunferência de centro em ( -4, 4) e raio 3. 


E 3x ; 3 po 
A condição < arg(z) < pa representa o conjunto de pontos cujos argumentos estão 


via 


? 7. SE 
compreendidos entre 5 e a 


1.2 FASE, 2015 


Assim, fazendo a intersecção dos dois conjuntos, obtemos a semicircunferência representada na 


figura: 


Como o perímetro da circunferência = 2 x 7 x 3 = 67 


x ; See OTE 
então o comprimento pedido é: = = 32. 


Resposta correta: ( C ) 


Como o triângulo [ ABC ] é equilátero, então o ângulo ABC tem de amplitude 60° . 
Assim, o declive da reta AB é: m = te(60") = 3 
Logo, a reta AB será uma reta do tipo: y = 3x +b 


Como o ponto B de coordenadas ( 170 ) pertence a esta reta, temos: 
0=V3x1l+beb=-V3 


Logo, a reta AB tem por equação: y = 3x — 3 


Resposta correta: ( D ) 


Recorrendo à definição da sucessão (un) , temos que: 


u, = —3u, +2 =-3a+2 


uz = —3uz + 2=--3(-32+2)+2-9a-4 


Resposta correta: ( B ) 


Geometria 


Equações de 
retas e planos 


Sucessões 


Sucessões 
definidas por 
recorrência 
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GRUPO II 
N.º complexos 
Seja w, = —2 + 2)? 
Operações Temos que, 
19 = iló x = P= -i,entio w, =-2 +219 ow =-24+2x(-i) ew, =-2-2i. 


Escrevendo w, na forma trigonométrica, vem: 


w| = ¥(-2)? + (-2} = JE = 242 


e Como a imagem geométrica de w, é o ponto de coordenadas (-2 ;-2 ) , que pertence ao 3.º 


quadrante, então um argumento de w, é O que pertence ao 3.º quadrante. Assim, tg@ = 1, 


i nxn SX 
pelo que um argumento de w] é 0 = m + F = a 

.{ SK 
Logo, w= 2/2 cis T E 
Substituindo em z , temos: 

SIC .( Sx 
asan Teil FE) 2e tsa o) 
42 cisO V2 cis@ cisO 4 


Para que z = 2cis( SE - o) seja um imaginário puro, terá de ser verdadeira a igualdade 


ARN reer A aE, 
4 2 


Tem-se então: 
5x 37 


X g-TemkeZo 0-5 -CeukeZo-0=-Crlahezo 


6=—~inkeZ 


Como se pretende determinar os valores de 6 pertencentes ao intervalo jo CAN [ , vamos atribuir 


valores inteiros a k. 


Para k = 0 vem 6 = =, 


Para k= -lvem0=—"+ne0= 74. 


Os valores de O são, am. e dm ; 
4 4 


376 


1.4 FASE, 2015 


Consideremos os acontecimentos: 


H: “o funcionário escolhido é homem” e C: “o funcionário escolhido reside em Coimbra”. 
P(H nc) 


P(C) — 


Pretende-se calcular P( H| C ) = 


Como: 
e 60% dos funcionários da empresa residem fora de Coimbra, tem-se P( C ) = 0,6. 
e o número de homens é igual ao número de mulheres, tem-se P( H ) = P( H) =0,5. 


e 30% dos homens residem fora de Coimbra, tem-se P( c| H) = 0,3. 


Determinemos P(C AH), P(H AC) e PUY Ee), 


P(C|H) = 0,3 6 ACAN) 


. P(H) 


= P(C AH) =0,3 x 0,5 @ P(C 7H) = 0,15 


= 0,3 P(CnH)=03xP(H)& 


<= P(H AC) = 0,50 - 0,15 & P( HAC) = 0,35 


e Como P(C) = 0,6 então P(C) =1- P(C) =1- 0,6 = 0,4 
P(Hnc)+P(HAC)=P(C)oP(Hnc)=P(C)-P(HAC)& 
eP(HnC)=0,40-0,35 = P( H nC) = 0,05 
Assim, P(H|C) = dl. nem = 0,125 = 5 


A probabilidade de o funcionário escolhido dessa empresa ser mulher, sabendo que reside em 


Coimbra, é : : 


Probabilidades 


Probabilidade 
condicionada 
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Combinatória | 2.2. 
Seja C o acontecimento “O funcionário escolhido reside em Coimbra”. Sabe-se que: P( C ) =0,4. 
Como a empresa tem 80 funcionários, então 32 residem em Coimbra, pois 0,4 x 80 = 32. 


Pretende-se determinar a probabilidade de, num grupo de 3 funcionários, escolhidos ao acaso, 
haver no máximo 2 a residir em Coimbra, ou seja, haver 2, ou 1, ou nenhum a residirem em 


Coimbra. 
O número de casos possíveis é dado por we , que corresponde ao número de grupos que é 
possível formar com 3 funcionários escolhidos de entre os 80 funcionários da empresa. 


O número de casos favoráveis é dado por au 6 ae Ro 3 em que: 
aC 3 Tepresenta o número total de grupos (número de casos possíveis) 


ea é 3 representa o número de grupos de 3 funcionários escolhidos de entre os 32 que residem 
em Coimbra. 
Assim, a diferença og 37 32c 3 corresponde ao número de grupos de 3 funcionários, sendo que, 


em cada grupo, existem no máximo 2 funcionários a residir em Coimbra. 

De acordo com a regra de Laplace, a probabilidade de um acontecimento é dada pelo quociente 
entre o número de casos favoráveis à realização desse acontecimento e o número de casos 
possíveis, quando estes são todos equiprováveis e o espaço de resultados é finito. 


Be — 32c 
Portanto, a probabilidade pedida é dada por: 3 


Determinemos o raio da esfera, r . 
Sabe-se que a distância do ponto P à base do recipiente é 16 cm. 


Por outro lado a distância, em centímetros, do centro da esfera ao ponto P é dada em função de t, 
= —0,05t . KOY: ço 
por d( t)=10 + (S-t Je . No instante inicial a esfera encontra-se na base do recipiente, 
pelo que a distância do centro da base ao ponto P é dada por: 
d(0) = 10 +(5-0)e 99 = 10 +5=15 
Assim, o raio da esfera é dado por: r = (16 — 15 ) =i] cm: 
4 3 
O volume da esfera é dado por: V = 3 maxi. 


O valor do volume arredondado às centésimas é dado por: V = 4,19 cm 2 
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1.º derivada 


Para determinar o instante em que a distância do centro da esfera ao ponto P é mínima, 


comecemos por determinar a expressão analítica da primeira derivada de d . 

d'(t) = (10 + (5 - 1 e705") =(5 1) e 00 (2-05) (5 -t)= 
sae! 90529 "(5: 7) =e" (=1= 0,25 40,051) = 
=e OP! (= 1.95. 40,05) 


Como D, = R$ e d'( t ) = RNS + 0,05: ) então a função d’ tem domínio Ro - 
Determinemos os zeros da função derivada, com t 2 0: 


d’(t)= 0 o e795! (-1,25 + 0,051) = 0 & -1,25 + 0,05 = 0 & t = E @1=25 


3 


-005t . 


Como e é sempre positivo, então o sinal de d'(t) depende apenas do sinal de 


— 1,25 + 0,05t. Assim, com t 2 O: 


d'(t)> 0 é -1,25 + 0,05t > 0 S t > > 6 > 25 


É) 


Estudando a variação de sinal da primeira derivada e relacionando com a monotonia da função d , 


temos: 


Podemos concluir que: 


A distância do centro da esfera ao ponto Pé mínima no instante t = 25 segundos. 
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| por ser o quociente entre duas funções contínuas. 


NI 


A função f é continua no intervalo |-- ; 


a 5 3 1 ` 7 
A função f é contínua no intervalo 2º +| por ser o produto entre duas funções contínuas. 


1 1 
Uma vez que a função f é contínua em R\{ 1 , apenas a reta de equação x = 5 poderá ser 


assíntota vertical do gráfico de f. 


Tem-se: 
lim f ( x) = lim ( A ] ; indeterminação do tipo - ; 
= E ge 


x>} x>} 
2 2 


Fazendo a mudança de variável: y = x — - Sx=y+ 7 


1 E E F 
Como x > 2 então y> 0" e assim, 


limite notável 


] 
Como f é contínua à direita de De pois lim f ( x) =f ( +) e lim f ( x) e R, conclui-se 
+ 


x x 
2 2 


que o gráfico de f não admite assíntotas verticais. 


4.2. 


; 1 7 
Para efetuar, no intervalo E ; te] , O estudo das concavidades do gráfico de f e averiguar a 
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existência de pontos de inflexão, determinemos a expressão analítica da segunda derivada de f 


naquele intervalo. 
Cálculo da primeira derivada: 


f'(x) = ((x + 1)Inx) = (x + 1) Inx + (x + 1)(Inx) = Inx + (x + 1) 


Cálculo da segunda derivada: 


f'(x) = [ins + 1 ++) =(Inx) +(1) +(4) qe x-1 


; ; : 1 
Determinemos os zeros da segunda derivada de f no intervalo | ; +l : 


” -1 
f"(x) = 0 — =0@x-1=0a P40 0x=1 


: 1 : 
Assim, o zero de f” no intervalo | : tol éx=l1. 


Estudando a variação de sinal da segunda derivada e relacionando com o sentido das concavidades 


do gráfico de f , temos: 


Podemos então concluir que o gráfico de f tem: 


e a concavidade voltada para baixo em E | | ; 


e aconcavidade voltada para cima no intervalo [ 1 , +00 [ 


e um ponto de inflexão de coordenadas ( 1,0 ) ; 


| 2. derivada 
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Resolução 


gráfica e 1 
Teorema de Consideremos agora a função f , definida apenas em |- , +l : 
Bolzano 2 


Definamos a função h por meio de h( x) = f( x) - 3. 

A função h é contínua em 3 ; +o por ser a diferença entre duas funções contínuas: 

— a função produto de uma função afim y = x + 1 por uma função logarítmica y = Inx; 

— a função constante y = 3. 

Então, h é contínua em [1 x e] E E : +l . Temos também: 

h(1)= f(1)-3=0-3=-3; 

h(e)=(e+l)ne-3=e+1-3=e+2. 

Ora, h(1) x h(e) <0 

Como a função h é contínua em [1 : e] e h( 1) x h( e) < 0 então, pelo corolário do teorema 
de Bolzano, podemos afirmar que existe pelo menos um ponto c do intervalo ]1 y el tal que 
h( c) =0. 


Usando uma calculadora gráfica, tentemos determinar aproximadamente esse ponto c. 


y 


Numa janela de visualização, em que no eixo das abcissas incluímos um intervalo que contém o 


intervalo ]1 : el , Obtemos o gráfico indicado. Observamos que a função h tem apenas um zero, 
o que corresponde à realidade, pois no intervalo [1 5 e] a função h é estritamente crescente e é 
contínua, logo a solução da equação h( x) = 0 é única. 

Concluímos assim que no intervalo [1 , e] a equação f(x) = 3 tem uma só solução, x = a 


com a = 2,41. 
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Geometria 


Equações de 


Como o plano que se procura é paralelo ao plano o, então um vetor normal ao plano será lase pio 


n= (1 ale 1), pelo que a equação do plano é da forma x-2y+z+d=0. 
Como o ponto A pertence ao plano, temos que: 

O-2x0+2+d=06 d=-2 
Assim, uma possível equação do plano que passa no ponto A e é paralelo ao plano a é: 


x-2y+z-2=0 


Lugares 
Dee: ne Eai E a geométricos 
Dado que o segmento de reta [AB] é diâmetro da superfície esférica, então o ponto médio deste 


segmento será o centro da circunferência, pelo que: 


C = M; sas istoé, C (2,0,1). 


[42] 
Além disso, o raio da superficie esférica será: 


r=AC or= (2-0) +(0-0) +(1-2) er=/4+1 erei 


Assim, uma equação da superficie esférica será: 


(x-2) +y2 +(2-1P=5 
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Produto escalar 


Este item pode ser resolvido por pelo menos dois processos diferentes. 


1.º processo: 


Tendo em conta que: 

AB + AP = ||B|| x |AP|| x cos( BAP) = AB + AP = |[AB|| x Pl] x cos( Z ) 
determinemos as coordenadas dos vetores ABe AP e as respetivas normas: 

AB =(4,0,0)-(0,0,2)=(4,0,-2) 


AP =(4,y,0)-(0,0,2)=(4,y,-2) 


|| aB]| = Je + 02 +(- 2) = 20. 
||AP || = 42 + y2 + (- 2} = J20 + y? 


Assim, vem que: 


(4,0,-2).(4,y,-2)= [20 x [20 + y2 x cos{ Z Je 
en na 
= J20 + y2 


e elevando ambos os membros ao quadrado obtemos 
DO ae e E DO SO o y=+/60 


Como y > O,então y = N 60 e assim se conclui que a ordenada do ponto P é 60. 
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2.° processo: 
Como B(4 20 ,0) e P(4 5) 0), com y>0,0 vetor BP tem coordenadas (0,y,0). 


Assim, o vetor BP é um vetor normal ao plano xOz , pelo que a reta BP é perpendicular a esse 


plano. Deste modo, BP é perpendicular a todas as retas do plano xOz , e portanto é perpendicular 
areta AB C xOz. 


Concluímos assim que o triângulo [ ABP | é retângulo em B. 
a m ; : e R 
Sabe-se que BAP = a ; então, através da trigonometria do triângulo retângulo tem-se: 


ar. JEI 
pl 


Como |4B|| = {20 e ||BP|| = |y| = y,pois y > 0, então 
Tae a es 


Daqui se conclui que a ordenada do ponto P é 60. 
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Funções 


Como a reta r é tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa a , então m, = f 4! a ). 
1.º derivada 


Assim, f(x) = (1 — cos( 3x)) e f(x) = 3sen( 3x ) e portanto: 


m, = f'(a) m, = 3sen( 3a). 


; ; > = : x D 
Além disso, sendo a reta s tangente ao gráfico da função g no ponto de abcissa a + 7’ então 


m, = (a+3) 
s 8 E 


Como g'(x) = (sen( 3x)) = g'(x) = 3cos( 3x) temos: 


ms = e(a+5) om = 3c0s[ 3( a +5)) om, = 3cos[ 3a +) S 


em, = —3sen(3a) 


Como as retas r e s são perpendiculares, 


m, = -— e 3sen( 3a) = EE] e Isen? (3a) = 1 & sen2(3a) = 
S 


D|— 


e sen( 3a) = af e sen(3a) = + 


wl 


Como a <a< 5 n < 3a< + , conclui-se que 3a e 3° quadrante, pelo que 
sen( 3a) <0. 


1 À 
Logo, sen( 3a ) = E , como se queria demonstrar. 


FIM 
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GRUPO I 


Probabilidades 


Considerando que: 
Distribuições d 
P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)=16a+204+04=1630+04=16 rebelde 
0,6 
& a = — ea=0,2 
3 
Consequentemente, o valor médio da variável aleatória X é: 
H=1x0,2 +2 x 0,4 + 3x 0,4 = 2,2. 
Resposta correta: ( B ) 
Probabilidade 
condicionada 


2. 
Segundo a definição de probabilidade condicionada, P( A | B ) é a probabilidade de a bola retirada 


ser preta sabendo que saiu uma bola com número par. Uma vez que há quatro bolas pares e só 


duas são pretas, então P( A|B) = 3 


Resposta correta: ( B ) 
Funções 


Logaritmos 


Sabe-se que: log,a = —. 
q Bb 3 
Calculemos o valor de log, ( a2b ) usando as propriedades dos logaritmos: 


loga b 


1 
a 
3 


loga(a2b) = logga? + log,b = 2 + E 
b 


Resposta correta: ( D ) 


RESOLUÇÕES 


Como a função f é contínua em R, em particular é continua em x =0, pelo que 
0) = lim x)= lim x). 

f(O) = lim f(x) = tim f(x) 

Temos que: 


f(0) = lim f(x)= 2+ ek. 
x07 


Calculemos o lim | Ff ( x ): 


x—0 
2x + In(x +1 In(x +1 l +1 
e UC a im NO ee en eee cae ey 
xot x x>ot x x>ot x x20 x 


Considerando a igualdade 2 + ek = 3 e resolvendo a equação em ordem a k , obtemos: 


2+ek=38 k =16k=0. 
Resposta correta: ( A ) 


Sendo f(x) = 3sen2( x), então: 


, 


f'(x) = ( 3sen2( x)) = 3K) sen( x )cos( x ) =3 sen( 2x) 


f”(x)= (3 sen( 2x)) = 3cos(2x) x 2 = 6cos(2x) 


Resposta correta: ( C ) 


|z] = OB e, como o triângulo é equilátero, OA = OB = 1; logo, z| =1. 


5 ees ‘i x x m 
Como o triângulo é equilátero, todos os ângulos internos são iguais e têm de amplitude gad. 


Como o ângulo AOB é um desses ângulos internos, um argumento de z é dado por: 


5 
arg(z)= 27 -Z= 


57 
— . Assim, z = lcis—. 
3 3 


Resposta correta: ( D ) 
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A circunferência de equação x2 + ( y- iy = 2 temo seu centro no ponto C ( 0, 1) 1 


Para obtermos a abcissa do ponto A , vamos considerar os pontos da circunferência de ordenada 
nula. 


x2 +(y-1}=2ay=0 8x? +1=2ay=08 x =1ay=0&x=Ł}]^ay=0 


Como o ponto A tem abcissa positiva, então terá de coordenadas ( 1,0 ) 3 
Considerando: 

CA=A-C=(1,0)-(0,1)=(1,-1) 

O declive da reta CA é 


-1 
Mca = m =] 
E como r é perpendicular a CA, pois é tangente à circunferência no ponto A, o seu declive vai 
ser o simétrico do inverso do declive da reta CA . 
Assim, 
1 


Ur 


Logo, a reta r terá uma equação do tipo: 

y=x+b 

Como o ponto A tem de coordenadas ( 1,0 ) , temos que: 
0O=l+besb=-1 

Portanto, a reta r tem de equação reduzida: 


y=x-1 


Resposta correta: ( B ) 


Z ESES: Z . z 
A sucessão de termo geral (-1) não é monótona, pois os seus termos são alternadamente 
negativos e positivos. 


= n E. 2 . os 
A sucessão de termo geral (- 1) x n não é monótona, pois os seus termos são alternadamente 


negativos e positivos, e não é limitada, pois é um infinitamente grande. 


A sucessão definida por 1 + n2 não é limitada, pois é um infinitamente grande positivo. 
7 E 1 Sa > 
A resposta correta é a sucessão de termo geral —— , que como se pode provar analiticamente é 
n 


monótona crescente e é limitada, sendo —1 um minorante e O um majorante do conjunto dos seus 


termos. 


Resposta correta: ( C ) 


| 
f 


f 
f 
| 
E 
| 


j 
f 
f 


| 


Geometria 


Equações de 


| retas e lugares 


geométricos 


Sucessões 


Monotonia e 
limitação 
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GRUPO II 


N.º complexos | 1. 


Escrevendo —1 + i na forma trigonométrica, temos —1 + i = pcis0, onde: 


Potências e z 2 
raizes . p=|-1+il=4(-1) +(1) =42 
; m 3n 
e 6 é um argumento de ~l + i com O e 2.º quadrante e tg9 = -1,vem 0 = 7 -— ri = a 


(argumento positivo minimo). 
Assim, -l + i = Vcis( 2). 


Substituindo em Z, » temos: 


l+i 
= S2z = 
V2 cis Fiei( ©) 
12 1 
(2) 
S Zi = CIS 


= à 27 
pelo que z, = cis Tig ; 


| 
Si 
Q 
GQ 
|a a| 
Mn 
0 
no 
| 
Q 
GQ 
Lame oN 
#2 
| 
pla 
SS 
T 
EA 
Q 
GQ 
LN 
as 
N 
+ eed 
T 


Assim, usando a fórmula de Moivre, temos que: 


E 2% 2x E 
À = 2 és th meis ZE) e z = Icio) oz = cis EEZ ean LEAD 2:63) 
Para 
an (7) = es(-5) 
= cis| -— | = cis| -+ |; 
12 6 


k=0,z=c 
z E a 
2x 
kaiz = aT a) = ci z); 
Sikes 4 ie aces iy meee ey 
27 4 
1 erage paras (02) (=) 
cis| —~————- | = cis} — | = cis| — |; 
4 1 6 
27 6 
j a £ = cis “6 = cis{ $2) 
4 12 sae 


Portanto, os números complexos z que são solução de aa Z] são: 


s={o{-€) (5) (8) «(Fp 


~~ 

I 
q 
N 

I 


> 
Ii 

o 

N 
Ii 
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rA Funções 
21. 
Funções. 
Teremos de determinar os valores de t € Jo E 3] tais que d ( t) =d ( 0 Ji trigonométricas 


d(t)=d(0)o1 + Zsen{ mr + z) =1+ sen Z ) > Lsen( x + z) = een( = | o 
2 6 2 6 2 6 2 6 


aa 
e sen| mt + — |= sen| — | S 
6 6 


eom+h = 7 +n keLvat > = 0-2 +2kr,keZe 
om=2mkeZvm+E = E 4am keZ 

27 
ST BCD ME ae E E Bie 


ort=2hkeZvi= +k rkeZ 


Como t € Jo 3 3] temos para 


=~ 
[i 
© 
- 
Il 
© 
< 
~ 
[i 


Wlo wiry 


| a) ESEN 


pelo que os instantes, diferentes do inicial, em que o ponto P passou pelo ponto A foram aos 


Ze 2se E 
3 3 
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2.2. 


A função d é contínua em [ 0 , +% [ por ser a soma entre duas funções contínuas: uma constante 


e uma trigonométrica. 


Assim, como d é contínua em [0 +o Í também é contínua em [3 ,4 ] : 


Calculemos d(3) e d(4) : 


Ora, d(3) < 1,1 < d(4). 
Como a função d é contínua em [ 3,4 Je d ( 3) <ll<d ( 4 ) , então pelo teorema de Bolzano, 
podemos afirmar que existe um ponto c do intervalo ] 35 4[ tal que d( c) = 1,1. Logo, ha um 


instante entre o 3.º e 4.º segundos, após o início da contagem do tempo, em que a distância de P a 


O foiiguala 1,1 m. 
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3. Assintotas 
3.1. 
Calculemos os limites de fnos ramos infinitos: 
e lim f(x)= lim (1+xe*)=1+ lim (x) = 1+ tim (-ye )= 
X5-oo X5-—oo Xx5-—o y= =x) y+teo 
A 1 
=1- lim |- |=1- —y = 1-051 
NE lim E 
y y—teoo y 
—__-—— 
limite notável 
Concluímos que a reta de equação y = 1 é assíntota horizontal do gráfico de f , quando x>-©. 
2 : : x= 3 
e lim f(x) = lim (In(x - 3) - In(x)) = lim nf )- 
x>+oo x+ X +00 x 
= In| lim (=) =In(1)=0 
xotol X 
Podemos assim concluir que a reta de equação y = O é assíntota horizontal do gráfico de f, 
quando x—+0 . 
3.2. 


Dado que x E ]- co 3), então temos que: 
f(x)-2x>1 6 1 +18 -2x>165 xe” -2x>0 6 x(e* - 2) >0 


Determinemos os zeros de x( se 2) 


(e - 2) =O x=0ve™-2=0@x=0Ve=2ax=0Vx=In2 


Estudando a variação do sinal de x ER ) , vem: 


Conclui-se que o conjunto solução de f(x) — 2x >1é]-»,o0[ U Jin2 , 3]. 
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1.º derivada 


Seja t a reta tangente ao gráfico de f no ponto de abcissa 4. 
A(4 À f(4)) e t eo declive da reta t é dado por m, = (4). 
Como f(4) = In( 4 — 3) — In4 = —In4, temos que (4 5 -In(4)) são as coordenadas do 


ponto de tangência. 


Calculemos f'(x): 


Assim, temos que a reta t, tangente ao gráfico de f no ponto de abcissa 4 , tem de equação 


3 
y+In4=(1-4) ee y=Žx- 4- n4 


1.º derivada, 


2.º derivada e 
continuidade O gráfico A não pode representar a função f porque se a função f tem derivada finita em todos 


os pontos do domínio então é contínua em todo o seu domínio, o que não acontece, uma vez que a 


função representada no gráfico A tem um ponto de descontinuidade. 
Tendo em conta que Ed! x) <0,VxeE ]-- E of , então nesse intervalo o gráfico da função f 


deveria apresentar a concavidade voltada para baixo, o que não se verifica no gráfico B e por isso 


se exclui. 
Finalmente, exclui-se o gráfico C porque se f ’( 0) > O então a reta tangente ao gráfico no ponto 


de abcissa zero deveria ter declive positivo, o que não se verifica. 
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Sabendo que P( A) + O, tem-se: 


P(AUB)-1+P(B)=P(A)x P(B|A) = 


= P(A) + P(B) - P(A a B) -1+ P(B) = (a) x ECA) o 
<> P(A)+1-P(B)-P(ANB)-1+P(B) 
o P(A) - P(ANB)= P(BnA)S 
e P(A) - (P(A) - P(AN B)) = P(B n A) © 
eae P(A) + P(AN B)=P(BNA)& 
e P(ANnB)=P(BnA)S 
o P(ANnB)=P(ANB) 


Como se queria demonstrar. 


P(ANB) = P(A) - AANB) 


Como a pirâmide que integra o sólido é regular, a projeção ortogonal de V no plano que contém a 

base coincide com o centro geométrico da base da pirâmide. V pertence ao plano de equação 

x = 1 e y = 1, pelo que as coordenadas do ponto V são (1, l, Fai Ps eR. 

Como v( 1, 1, z) pertence ao plano PQV podemos calcular a cota do ponto: 
6x1+z-12=0e@2=6 


Assim, as coordenadas do ponto V são ( aa 6) R 


6.2. 


Como o plano pretendido é perpendicular à reta OR , então um possível vetor normal ao plano será 
OR de coordenadas (2, 2, 2); pelo que o plano é definido por uma equação da forma 
2x+2y+2z+d=0. 

Como P( 2, 0, 0) pertence ao plano, então temos que: 
2x2+2x0+2x0+d=0&d=-4 


Assim, uma possível equação cartesiana do plano que passa no ponto P e é perpendicular à reta 
OR é: 
2x +2y+2z-4=0 


ou, simplificando, x + y +z-2=0 


Probabilidades 


Axiomáti 


Geometria 


Equações de 
retas e planos 


Equações de 
retas e planos 
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6.4. 
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Como o plano QRS é o plano de equação y = 2, as coordenadas dos pontos deste plano, em 


particular o ponto A, são A( x,2,a ), x € R, a e R. Sabe-se que, a cota do ponto A é o cubo 
da abcissa (a = x? ), pelo que as coordenadas do ponto A são (x, 2; x? ), xeR. 

Como O é a origem do referencial, as coordenadas do vetor OA , coincidem com as do ponto A, 
ou seja, OA = E 2; a: 

Recorrendo às coordenadas dos pontos T( 0, 0, 2) e o( 2,2,0 ) , determinemos as coordenadas 
do vetor T)=0-T=(2,2,0)-(0,0,2)=(2,2,-2). 

Dado que OA L TO temos que: OA «TO =065(x, 2: x3 )+(2, 2. -2)& 2x +4 -2x7 = 0 
Tendo em conta a janela de visualização sugerida, obtemos, com recurso à calculadora gráfica, a 


representação gráfica da função definida por y = 2x +4 -2x , e determinamos os zeros da 


função, ou seja, a abcissa do ponto A. 


De onde se verifica que a abcissa do ponto A é aproximadamente 1,52. 


Como temos sete cores para colorir um poliedro de nove faces. então o número de casos possíveis 
é 7º. 
Tendo em conta que duas das quatro faces triangulares devem ser coloridas de branco e que duas 


das cinco faces quadradas devem ser coloridas de azul, sendo as restantes cinco faces coloridas 


com cores todas diferentes (cinco cores para cinco faces), então o número de casos favoráveis é 
dado por PC XE x5! 
2 2 .. 


. a : Riso x no x 5! 
Assim, a probabilidade pedida é: P = e DP = 0,0002 . 


FIM 
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GRUPO I FERA] 
| Probabilidade 
Como P(A U B) = P(A) + P(B) — P( AN B), substituindo os valores conhecidos, 
Probabilidade 
podemos calcular P(A): | Condicionada e 
axiomática 
0,7 = P(A) + 0,4 - 0,2 = 0,7 - 0,4 + 0,2 = P(A) © 0,5 = P(A) 
P(BOA 
Como P( B| A) = PMB na) vem que: 
P(A) 
0,2 
P(B|A)= === LSO 
0,5 5 
Resposta correta: ( D ) 
Combinatória 
Calculando o número de grupos ordenados de três rapazes, temos 7A, = P} = 3! hipóteses para 
dispor os três rapazes juntos. 
E, por cada grupo de rapazes, existem TA = P} = 7! ordenações possíveis dos nove jovens, 
correspondendo à disposição das seis raparigas e do grupo de rapazes, considerando a ordenação 
relevante. 
Assim, o número de maneiras de dispor os nove jovens, com os três rapazes juntos, é 
3! x 7!= 30240. 
Resposta correta: ( B ) 
Funções 
Como o ponto P pertence ao gráfico de f , substituindo as suas coordenadas na expressão | 
f Funções 
algébrica da função, temos que: | exponenciais e 
| logaritmos 


a 
g = 2 og = (eM?) 8 = 27 e a= logy8 & a = log,2? a = 3 


Resposta correta: ( C ) 


RESOLUÇÕES 


2.º derivada 


Por observação da representação gráfica de f , podemos verificar o sentido das concavidades e 


relacioná-lo com o sinal da segunda derivada, f” (admitindo que o ponto de inflexão tem abcissa 


0). 


ponto de inflexão 


A única opção compatível com o sentido das concavidades da representação gráfica é a opção C. 
Resposta correta: ( C ) 


1.º derivada 


Pela definição de derivada num ponto, temos que: f x ( 2) = lim 
x52 x-2 


Assim, vem que: 


re 2 Rees AUC) a r doo eee AC eee UD ee A N 
x32 x* ~2x x32 x(x - 2) tin ( 4 x-2 ] 
«sas sof MOD) aoe 


Resposta correta: ( A ) 


398 


Época ESPECIAL, 2015 


N.” complexos 


Analisando cada uma das afirmações, temos: 


Conjuntos e 


(A) |z, — z| = | E a é uma afirmação verdadeira porque E — z | é a distância entre os | condições 


vértices correspondentes aos complexos 23 e Z, (ou seja, a medida do comprimento do lado do 


quadrado), tal como | Zi A representa a medida do comprimento de outro lado do quadrado. 
Como as medidas dos comprimentos dos lados do quadrado são iguais, a afirmação é verdadeira. 
(B) z3 + z4 = 2Re( ze é uma afirmação verdadeira porque como o centro do quadrado está 
centrado na origem e os lados são paralelos aos eixos, os vértices do quadrado estão sobre as 


bissetrizes dos quadrantes, ou seja, w=a+ ai e z4 =a — ai,com a € Rt. 


Assim, vem que: 2; + z4 = a+ ai +a — ai = 2a = 2Re( z). 


g Z : ; 
(C) À = 7 é uma afirmação falsa porque ps =74 © z4=4Xİi e z=a+ai e 
i i 


z4 =a — ai ,com a € R*. 


? = ai + a x (-1) = ai - a = a — ai = z} , ou 


Dado que, yxi=(a+ai)xi=ai+ai 
; ane ; : Ig m E 
seja, multiplicar por i corresponde geometricamente a fazer uma rotação de Pis , no sentido 


positivo. Portanto, fazendo uma rotação deste tipo da imagem geométrica de zj, obtemos a 
imagem geométrica de z, e não a imagem geométrica de z4 . 


(D) ZA = z, é uma afirmação verdadeira porque z% =a + ai e z, = —a + ai,com a € RH. 


Logo, -y = -(a + ai) = -(a ~ ai) = -a + ai = z3. 


Resposta correta: ( C ) 
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Geometria 


Produto escalar 


Sucessões 


Progressão 
geométrica 


RESOLUÇÕES 


7. 


Como os segmentos de reta [ AB | e [ BC | são lados 


consecutivos de um hexágono regular de perímetro 12, i 
[A 


o — 12 
temos que: ||B4|| = ||BC| = rk 2. fo 3 
Os hexágonos regulares podem ser decompostos em _ 
seis triângulos equiláteros, e assim cada ângulo interno *, ; 
do hexágono regular tem o dobro da amplitude de cada ` ; 


ângulo interno de um triângulo equilátero, ou seja, i 
4 


2 x m = 20 ’ Sa roe St ee a s 
3 3 
Assim, vem que: 


BA + BC = cos( 2) x ||BA]| x |BC]|= -cos( 5 ) x 2 x E E ee, 
3 3 2 


Resposta correta: ( B ) 


Como (an) é uma progressão geométrica, designando por r a razão, temos que o termo de 
ordem n é a, = a, X po, 


Assim, temos que: 


fra ia ee) qe de er A DEP l 
D P E adro 
ea,=20 xrê-lI-=265a xP=26a a 
6 7 at = 1 = Wess 


Desta forma, podemos calcular o valor da razão: 


5 
Dj LoL-ixsor-sor-RBor=?2 
4xr r r 


E o valor do primeiro termo: 


W= aal wee 15 
ay =a, xr mrs ae ar caido = 32768 


Resposta correta: ( C ) 
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GRUPO II 


Escrevendo | + i na forma trigonométrica, temos que 1 + i = pcis@ , onde: 
ep=ll+il=/2 +P = 2; 


1 
° tg0 = ‘te 1, como o afixo de 1 + i pertence ao 1.°Q. , O pertence ao 1.°Q.. Logo, O = E 


4 
(argumento positivo mínimo). 
s A _ x 3 

E assim, 1 + i = V2 cre . Recorrendo à formula de Moivre, temos: 

6 T : 6 m ane 37 3x 
Y = (1 + i) = a = (v2 ) cis( Z x 6) = (12) cis( E) = Faia 

` T 

Como 8i = Beis o lemos: 


Rar! 
Bi da (x 67 (5r 127 177 
Z2 = — —— = — + = gcis| — — | -— = 8cis| — + — = 8cis— 
67 6 2 5 10 “10 


Como um polígono regular de n lados pode ser dividido em n triângulos isósceles em que a 


soma das amplitudes dos ângulos ao centro é 27 , então cada um destes ângulos tem amplitude 


= Ou seja, arg( 2, ) = arg( z ) E = 


Assim, temos que: 
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Geometria 


2.1. 


Ti e Como a reta OP é perpendicular ao plano /, qualquer vetor com a direção da reta (e em 


particular OP) e o vetor normal u do plano B são colineares. 

Temos que u = (2,-1,1) e OP = P-O= (-2, 1, 3a) — (0, 0, 0) = (-2, 1, 3a). Como 
os vetores são colineares, temos que OP = àu, À € R. Assim, 

(-2, 1, 3a) = A(2,-1,1) & -2 = 2A al=-A ^ 3a=4 


eS-I=AA-I=Ana=-— 


Produto escalar 


Como o ponto B pertence ao eixo Ox, B tem ordenada e cota nulas, pelo que podemos 


determinar a sua abcissa, recorrendo à equação do plano B: 

2x- y+2-4=04ny=0652x-0+0-4=052x=465x=2 

E assim temos as coordenadas do ponto B, B( 2,0, 0) , € podemos calcular as coordenadas do 
vetor AB e a sua norma: 


AB = B - A = (2,0, 0) - (1, 2, 3) = (1, -2, -3) 


AB = J 12 +(-2)° +(-3) = vi4 


Como o ponto C é o simétrico do ponto B relativamente ao plano yOz, então tem a mesma 
ordenada e cota de B, mas abcissa simétrica em relação à abcissa de B . Ou seja, as coordenadas 


do ponto C são (-2, 0, 0) e podemos calcular as coordenadas do vetor AC . A sua norma sera: 
AC = C - A = (-2, 0, 0) - (1, 2, 3) = (-3, -2, -3) 

asl) el + ey SSD 

Recorrendo à fórmula do produto escalar, vem que: 

AB. AC = | x (-3) +(-2) x (-2) + 3 x (-3)=10. 


AB” AC) AB « AC 10 


10 ; 
= a) «7c, = Via x We = 508 , pelo que a amplitude do 


ângulo BAC , em graus, arredondado às unidades, é: BAC = 55º. 
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23. 


A reta OP é perpendicular ao plano / e contém o centro da superfície esférica, pelo que a 
intersecção da reta OP com o plano 8 é o ponto de tangéncia. 
Tendo em conta os elementos do item anterior para determinar as equações cartesianas 


da reta OP, considerando o ponto da reta o( 0,0, 0) e o vetor diretor 


x-0 y-0 z-0 x 
o 
-2 1 -1 2 


Determinemos as coordenadas do ponto de intersecção da reta OP com o plano B: 


2x-y+2-4=0 


2(-2y)-y+(-y)-4=0 [-4y-y-y-4=0 
Xx 
reek es x= -2y SS x=-2y © 
»=-z a. eee 
ee” 2 
=—— y=—— 
a ee 3 3 


WIN wl 


te 
N 
7 
N 
Il 
l 
a 
| 
WIN 
à RES 
N 
ll 


4 22 
Logo, o ponto de tangência da superfície esférica com o plano B é o ponto of P z) ea 


medida do raio é: 


2 2 2 
= E 2 2 ome 4 4_ [A 
dada Fisl Ga ta “Voto*9 "V9 


Assim, a equação da superfície esférica é: 


2 
2 2 2 24 2 2 2 24 
(x-0) +(y-0) +(z-0) | 2 | Sa EE 
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3. 
3.1. 


Usando a definição de probabilidade segundo Laplace, a probabilidade de um acontecimento é 
dada pelo quociente entre o número de casos favoráveis a esse acontecimento e o número de casos 
possíveis, sendo os casos possíveis equiprováveis. 

Para calcular o número de casos possíveis, basta considerar o número de arranjos completos 
(porque pode haver repetição) de 9 elementos (bolas) para 3 posições (extrações), ou seja, 


9 3 VER 
A3 = 9" = 729 casos possíveis. 

O número de casos favoráveis pode ser calculado observando que a única combinação de números 

que gera um produto igual a dois será a extração de uma única bola com o número 2 e as restantes 

duas extrações da bola com o número 1. Como no cálculo do número de casos possíveis 


consideramos a ordem relevante, então neste caso tal facto também deve ser considerado, pelo que 
temos que escolher a posição da extração da bola com o número 2. Isto é, EG =3 casos 


favoráveis. 


Assim, a probabilidade é P 
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3.2. Distribuição 
binomial 
Como a variável X segue uma distribuição binomial, temos que a probabilidade de sucesso é a 
probabilidade de ocorrência do acontecimento que se pretende estudar, ou seja, a probabilidade de | 
que a soma das duas bolas retiradas seja 7, em cada uma das repetições independentes da 
experiência aleatória. | 
| 
Como existem 9 bolas no saco, existem Ee pares de bolas que se podem retirar | 
| 
simultaneamente, ou seja, o número de casos possíveis em cada realização da experiência. 
O número de casos favoráveis a que a soma das bolas saídas seja 7 é 3 (correspondentes às | 
somas 1+ 6, 2+5 e 3+4). 
: aê ; 3 1 
Assim, de acordo com a regra de Laplace, a probabilidade de sucesso é P = Ces 
C, 12 
iets e aa Fie ) LE Woe 
A ocorrência de n sucessos implica a ocorrência de 10 — n insucessos, pelo que 12 é a 
probabilidade do insucesso, ou seja, a probabilidade de que não ocorra a soma 7 em cada uma das | 
realizações da experiência aleatória. | 
f 
| 
A expressão Wes representa o número de maneiras de escolher as posições dos n sucessos, na | 
sequência das 10 provas. | 
4. Funções 
4.1. | 
: ; Exponenciais 
Calculando as imagens dos objetos 20 e 10 , temos: | 
200 200 
N(20)=————— 550 E — o | 
(20) = Ty age OX T Ty 5007 | 
200 200 
N(10) 


14 50e COX 14 500% | 
Assim, calculando a taxa média de variação da função N no intervalo [10 q 20 ] e apresentando | 


o resultado arredondado às unidades, temos 


200 _ 200 | 
N(20)-N(10)_1+50e> 1+50e 7° 


10 , 20 ] 20 — 10 10 


tvm- = 10,742 = 11 | 


No contexto da situação descrita, a taxa média de variação significa que entre os anos 1900 e 2000 


o número de habitantes da região do globo em causa cresceu, em média, aproximadamente 11 | 
milhões em cada década. 
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4.2. 
Resolvendo em ordem a ?¢ , temos: 
- = 2 
N=— 2 1+ 50e 025r _ 200 . oo, 025 _ 200 |, 
1+ 50e N N 
o 500025 = 200 -N _, ,-025 _ 20 -N 
N 50N 
— 2 ae 
o -0,25 = nf OO) ee nf 00 x) 
50N 4 50N 
— 4 
EE eee 50N 
E “200-N 


Assintotas | 5.1. 


Como o dominio da função é Rh, a eventual existência de uma assíntota horizontal será quando 


x+, 
25] 2 e! x 
lim f(x) = lim (x2e!~*)= lim | x? xS|= lim |ex |= 
X — +00 X — +00 X— +00 e X— +00 e 
-l 
; : x? o e l 
= lim ex lim | |=ex lim -y = e X —~y = 
x— +0 x9+ol e x>+o x lim Ez: 


x>+o x 

O À 

limite notável 
1 


= ex—=ex0=0 
+ oo 


Logo, como lim f(x) = 0, podemos concluir que a reta de equação y = O é assintota 
x5+00 


horizontal do gráfico de f. 
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5.2. 


1.º derivada 


Comecemos por determinar a expressão algébrica da derivada da função f : 


ld 


4 
(ater) = iai KE RAPET] = 


2x x el *- x2 x el -* See - x) 


f(x) 


Calculando os zeros da derivada, no dominio da função (R$ ), vem que: 


xd *(2-x)=0@ xl" =0v2-x=06x=0vd *=0vz 


2 


Como e!~* = 0 é impossível, podemos concluir que f'(x) =0&x=0vx=2 


Estudando a variação do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da função f , vem: 


Assim, podemos concluir que a função f : 
e é crescente no intervalo [0 od iF 

e é decrescente no intervalo [2 , +00 [; 

e tem um mínimo para x = O 


e tem um máximo para x = 2 
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5.3. 


Visualizando na calculadora gráfica a representação gráfica da função f e a reta horizontal cuja 
expressão algébrica é dada por y = 1,2, numa janela compatível com o intervalo definido 
(x E [0 ; Si) e usando a função da calculadora para determinar valores aproximados das 


coordenadas dos pontos de intersecção de dois gráficos, obtemos valores aproximados (às 


milésimas) para as coordenadas dos pontos A e B: A( 1,227 3 1,2) e B( 3,044 ; 1,2 i 


Assim, podemos também assumir o valor aproximado de 3,044 para abcissa do ponto C e 
representar o quadrilátero [ OABC ] , constatando que é um trapézio retângulo. 

Desta forma, temos que: 

OC = 3,044 — 0 = 3,044 


AB 


" 


3,044 — 1,227 = 1,817 


BC 


q 


12-0 = 1,2 


A área do trapézio [ OABC ] , arredondada às centésimas, é: 


OC + AB — 3,044 + 1,817 
A eae EK 


[04BC] BC = ————- x 1,2 = 2,92 
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Funções 


gor eee : ; j 
Como a reta r é tangente ao gráfico da função f no ponto de abcissa E o declive da reta ré | © 1 derivada 


E . 2m ; 
o valor da função derivada no ponto de abcissa EE Assim, temos que: 


r 


f(x) = (asenx) = (a y x (senx) +ax (senx) = acosx 


Pelo que: 


OR OREO 


Como o declive de uma reta é a tangente da inclinação, temos também que: 


(E) 


3 


E assim, igualando as duas expressões para o declive da reta r , podemos calcular o valor de a : 


FIM 
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Geometria 


Comprimento de um arco de circunferência: 


ar (a — amplitude, em radianos, do ângulo ao centro; r— raio) 
Area de um polígono regular: Semiperímetro x Apótema 
Area de um sector circular: 


ara — amplitude, em radianos, do ângulo ao centro; r-— raio) 


Área lateral de um cone: zrg(r-— raio da base; g — geratriz) 
Área de uma superfície esférica: 4x7? (r — raio) 


Volume da pirâmide: {x Área da base x Altura 


Volume do cone: BE x Área da base x Altura 


3 


Volume da esfera: Sar (r— raio) 


Progressões 
Soma dos n primeiros termos de uma progressão (un): 


Progressão aritmética: aca xn 


Tr; 
l-r 


Progressão geométrica: u x 
Trigonometria 
sen(a + b) = sena cosb+senb cosa 


cos (a + b) = cosa cosb— sena senb 


tga + tgb 
1 — tga tgb 


te(a+ b)= 
Complexos 

(ocis0) = po” cis(nB) 

nfocisd = "Vocis(2+ MT) (ke {0,...,n-1} e n EN) 


Probabilidades 


U= PX + + PaXn 
t= J p(x HÝ +... + Prl Xn- HY 


Se X é Mu, ø), então: 
P(u-o<X<u+o)= 0,6827 
P(u— 20 < X < u + 20) x 0,9545 
P(u— 30 < X < u + 30) = 0,9973 


Regras de derivação 


(utv=u+v 
(uv)=uv+uv 


(4) = uv>uv 
v y2 


(ur) =nu"-'u' (neR) 


(sen uy = u cosu 


(cos uy =— w senu 
tguy = 
(tgu) cos?u 
(ey =u' e! 


(a) =u' a“ ina (ae R* \{1}) 


a 
(Inu) 7 


(log,uy = a (ae R*\{1}) 


Limites notáveis 

: 1. 

lim(1 + L) =e (neN) 
lim St = ] 

x-0 x: 


lim EL = 1 
x-0 x 

x-0 x 

lim Jaz -= 
Xx-+o X 


lim É =+o0 (pe R) 


x+ xP 
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AGRUPAMENTO DOS ITENS POR TEMAS 


Para cada tema é identificado o conjunto das páginas em que existem enunciados de itens desse tema. 


Esses 


Probabilidades — noções gerais 


Itens de seleção 


(escolha múltipla) 


11; 21; 29; 89 


Itens de construção 
(questões de desenvolvimento) 


16; 102; 134;145;179 


Probabilidade condicionada 


37; 57; 67; 129; 167; 175 


15; 25; 34; 34; 42; 52; 73; 80; 93; 102; 
113; 124;135; 153;162 


Axiomática 


11; 37; 57; 67; 77; 119; 129; 141; 159; 
175 


25; 43; 62; 87; 94; 103; 113; 154; 171 


Combinatória 


11; 21; 29; 37; 47; 77; 77; 83; 89, 99; 
109; 120; 129; 141; 149; 159; 175 


15; 33; 53; 63; 63; 72; 80; 86; 93; 114; 
134; 145; 153; 162; 172; 179 


Triângulo de Pascal e 
Binómio de Newton 


21; 68; 83; 109; 142; 149 


Distribuições de probabilidades 


11; 30; 47; 83; 89; 99; 167 


24; 73; 80; 114; 125; 134; 145 


Distribuição binomial 57 42: 73; 86; 125; 179 
Distribuição normal 48; 99; 119 86; 153 
Exponenciais 100 163;171 
Exponenciais e logaritmos 175 35; 53; 53; 81; 179 


Logaritmos 


Limite segundo Heine 


13; 30; 91; 109; 122; 159; 167 


22; 68; 84; 100; 130; 142; 149; 159 


16; 16; 63; 73; 73 


ERA PREN IE MR ES ed ESE 


Limites 


22; 30; 39 


64; 87; 126 | 


Teorema de Bolzano 


38; 77; 110; 130 


26; 54; 63; 88; 94; 106; 127; 146; 156; 
164; 170 


17; 35; 45; 63; 74; 94; 115; 137; 155; 


Continuidade 49; 78; 142; 168 171 
17; 26; 35; 43; 54; 74; 81; 87; 103; 
Assintotas 13; 38; 58; 81; 85; 91; 100; 121; 151 104; 115; 126; 137; 146; 147; 155; 


156; 163; 171; 180 


1.* derivada 


22; 31; 39; 69; 70; 78; 84; 100; 110; 
111; 116; 120; 131; 177; 180 


18; 26; 26; 36; 43; 43; 44; 54; 63; 81; 
82; 94; 94; 95; 103; 104; 106; 116; 
126; 137; 146; 147; 155; 156; 163; 
164; 171; 180 


2.* derivada 
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12; 48; 58; 78; 90; 110; 120; 143; 151; 
168; 176 


44; 45; 54; 64; 87; 95; 115; 137; 147; 
163; 171 


Itens de seleção 


(escolha múltipla) 


Itens de construção 
(questões de desenvolvimento) 


Funções 
trigonométricas 


49; 59; 132; 150; 160; 168 


18; 27; 27; 36; 44; 54; 74; 82; 88; 94; 
106; 116; 127; 146; 170; 180 


Funções ~ Resolução gráfica 


17; 26; 35; 43; 54; 64; 75; 81; 87; 96; 
103; 115; 125; 138; 147; 155; 164; 
172; 180 


N.º complexos — operações 


14; 32; 40; 51; 59; 71; 79; 85; 91; 101; 
101; 112; 123; 152 


42; 52; 52; 72; 86; 102; 113; 124; 134; 
145; 153;162 


| N.º complexos — equações 


59 


42; 72; 80; 145 


N. complexos — conjuntos e 
condições 


14; 32; 41; 50; 79; 92; 112; 122; 144; 
160; 177 


24; 61; 86; 93 


N.” complexos — potências e raízes 


23; 23; 60; 70; 85; 133 


15; 24; 33; 33; 61; 80; 93; 102; 113; 
124; 170; 178 


| N.º complexos — demonstrações 


15; 52; 72; 80; 93; 113; 134 


Equações de retas, planos e lugares 
geométricos 


131; 144; 152; 161; 169 


154; 164; 164; 172; 172; 178;178 


Produto escalar 


177 


136; 146; 164; 172; 178 


| 


| Sucessões 


161; 169; 177 


E 
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